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Equation d’état d’un gaz parfait de Fermions / de Bosons

Les Fermions ont tendance a s’éviter principe d’exclusion de Pauli

Equation d’état d’'un gaz parfait de Fermions / de Bosons

Les Fermions ont tendance a s’éviter principe d’exclusion de Pauli

Les Bosons ont tendance a se condenser dans le méme état

les Fermions ont une énergie cinétique finie

Les Bosons ont tendance a se condenser dans le méme état
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Comment calculer ces sommes ?
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Pour un gaz parfait, les états k sont les états k& de translation
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Comment calculer ces sommes ?
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Pour un gaz parfait, les états k sont les états & de translation
Dans un grand systéme, ces états k forment un continuum

> Remplacer ces sommes discrétes sur k par des intégrales sur I'énergie

Densité d’états

> ele) = [ Dlw(e)de
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La densité d’états D(&) compte le nombre d’états a une énergie donnée &.

D(e) = Z d(e —ex)
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Il peut s’agir des états propres d’une particule quantique ou des modes
électromagnétiques ou acoustiques (a une fréquence donnée ) dans une boite.
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}de On définit aussi
w

€ N<(e) =nombre d’états d’'énergie inférieure a €
AN N (e) = Z O(e — €x)
} D(e) = — S

(N<(€)s’appelle aussi densité d'états intégrée )

Particule d boit
articule dans une boite N<(€):Z@(€_€E)

—

k

Dans la limite du continuum,

L\?* -
Nele) = <%> /E(E)<ed "

X . o I N 2w
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Densité d’états

c.a.l. périodiques

Le résultat ne dépend pas des c.a.l.

@ Rappel : conditions aux limites
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La densité d’états ne dépend pas des conditions aux limites 18
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en dimension d ... N_(¢) = Agk®
(2m)?
pour un spectre quadratique

— h2k2 d/Q d/2—1

(k) = N (e) x € D(e) x €
2m
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d=2
€
A pour un spectre linéaire,
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e(k) = hek Nc(e) o € D(e) x €

cf. ondes électromagnétiques, phonons, électrons dans le graphéne !




D(e)de = nombre d’états dans une tranche d’énergie [e, € + de

d=1
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« Gaz 2D » a l'interface de deux semiconducteurs Graphéne 22 )
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- Remplacer ces sommes discrétes par des intégrales 23

Comment calculer ces sommes ?

V= /D(E)f(ﬁ)dé /Pour un gaz \

de particules massives
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Equation d’état : relier PV aNet T
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Equation d’état & haute température, premiére correction quantique
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Equation d’état & haute température, premiére correction quantique
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@ Equation d’état a haute température, premiére correction quantique

Dans la limite haute température  f = e P « 1
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que I'on peut récrire sous la forme

PV ~ NET

T* 3/2

v |4
Fonction de partition & une particule libre (s=0) =g = ﬁ(%ka):z/z
T

Gaz parfait de Fermions

Quelques propriétés
Deux exemples :
| - Electrons libres dans les solides

[l - Naines blanches, étoiles a neutro

ns
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Fermions a température nulle

Fermions a température nulle, définitions
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@ Fermions massifs a température nulle

Fermions a température nulle

€Fr 2
N :/ D(e)de —ei/z
0 d
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2 ¥
N.(e) = =eD(e) 33 080702 04 06 08 1.0 1.2 1.4 "
d T/Tr
Fermions a température finie (d=3) Pour caractériser un gaz de fermions, h2p2/3
- il faut d’abord évaluer kgTr = (37T2)2/3—
oo sa température de Fermi 2m
N = / D(e) f(e)de v 3py
0
00 2 Si T > Ty gazclassique (non dégénéré)
U= / eD(e) f(e)de
0 Si T < Tr gaz«dégénéré »
« courbe universelle » T
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1.2 3 gaz d’atomes ultrafroids <1uK
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e él. dans les solides 104K
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Exemple 1 : les électrons d’'un métal (sodium)

72 a~354  p~2510%m3

2m.a?

kBTF - (371'2)2/3

Tr ~36000K ~ 3eV

(eVekpT 1eV + 11600 K )

A température ambiante, les électrons d’'un métal forment un gaz fortement dégénéré

T'<Tg

Quid des propriétés électroniques a basse température ?
37

Capacité thermique
= oU Gaz parfait
) = 5T classgl)que
U= §NkBT
! C = §NkB
Basse température 0.5 / 2
T<TF /g'/gb 0.2 0.4 06 0.8 1.0 1.2 14
U= 3 NkpTe|1 T\ "
= 5V FBLF +« ﬁ

=

La capacité thermique linéaire en T est une propriété caractéristique d’'un métal

Capacité thermique : g C:a_U
interprétation oT

€

Variation de température 47
Classiquement: 00U o« NkgdT

Ici, a cause du principe de Pauli, a basse T,
la proportion d’électrons pouvant étre excités
thermiquement est d’'ordre T'/T

# 1

bl

T
0U x NkgdT x —
Tr

La capacité thermique linéaire en T est une propriété caractéristique d’'un métal

Exemple 2 : les naines blanches

Stabilité : compétition entre pression gravitationnelle
et pression de Fermi

Gaz de noyaux + électrons To ~ 10K

T K2 Sirius B
Blp X

2ma?
T}(Jwyau:c) ~ 5 1()4K Le gaz de noyaux est classique
Tlgelec”ons) ~ 5 1()9K Le gaz d’électrons est dégénéré

2 e
P(electrons)v _ gNekBTé‘ 1) >> P(noyauw)v — NnkBTG

C’est la pression quantique des électrons
qui empéche son effondrement et assure sa stabilité

Bien que la température soit de 10 millions K, le gaz d’électrons peut étre décrit
comme un gaz a température nulle !l




a=0p=-=

Facteur d’occupation de Bose 5T
. (e)
Gaz parfait de bosons R pp——
| - La condensation de Bose-Einstein w(T) <e Ve :
Quantentheorie des einatomigen idealen Gases. — (T)<0 ¥T |
Zweite Abhandlung, . ‘
Von A. KINSTEIN. Le potentiel chimique est déterminé par la condition :
> f =N
Il - Thermodynamique du rayonnement (amphi 8) k i
T=0 K T<T T Equation d’état d’un gaz parfait de bosons (d=3) ‘a =Pu= %
N ) 6 h
. 4 € U= /eD(e) fede N:/D(e)fede
—— —— S — Le potentiel chimique est déterminé par
—— ——  —— (M(T) < 0) N :/D(G) ﬂ;dﬁ
— — — T
T— T t 0.0 i’ / Il annule pour une température
— — e ' - ' / ' critique donnée par
— _— —— -0.5 ] i
——— ) _
a1 e—— :z: ~ k;BT ;: 70k N = /D(E) eﬂcé 1 de
— —ee— E‘E < -15
—_— —000— —co— h
QXATLD ©CO0CCO —000—

nombre macroscopique de bosons

dans le méme état quantique 43

_20t 1 L'intégrale converge si
limite classique > D(e) =0 , €—0
“0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 ce qui est le cas si d=3
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‘a=ﬁu=—

Equation d’état d’un gaz parfait de bosons (d=3) wT

U= /eD(e) f. de

Le potentiel chimique est déterminé par
(u(T) < 0)

N:/D(e)fede

1
N:/D(G) mdﬁ

Equation d’état d’un gaz parfait de

bosons (d=3)

U~ [eDle)s.de

Le potentiel chimique est déterminé par
(u(T) < 0)

N:/D(e)fede

1
N:/D(E) mdﬁ

| Transition en d=3 !! |/
0.0 S e T T T

| Transition en d=3 !! |/

Il s’annule pour une température

" 0.0 > ,
critique donnée par
-0.5 -0.5 1
5 i |Pas de transition en d=2 | & Lk N = /D(e) — de
x (poly. fin § 7.1.1) =) elef —1
) By
e X
~2.0 -2.0
-2.5 =25
5.0 0.5 1.0 15 20 235 3.0 45 5.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 46
T/T, T|T,
Température critique de Bose-Einstein (d=3, s=0) Ap = h Equation d’état : T> T,
2rmkT 4 limite classique 9
N = [ D(e eﬁc —3 de Le potentiel chimique s’annule a T,
3/2 3
N — V ) / \/6 de (dimension : énergie®?) 0.0 ® =
47T2h3 eﬁc —1 -0.5 =
0 w =2
S -0 =
NV (ka’T 3/2 \/_ C(3/2) S -1 :
=V —7 —2.0 ]
472H3 er — 1 )\3 i limite classique >
W W D e 2 e b0 05 10 15 20 25 30
TIT. T,

AL =((3/2) =2.612...

h2
kpT, = 3.312 — p?/3
m

((3/2) = Z =

cf . argument dimensionnel

RN h_2p2/3
m

k?BT* ~ 5
ma

Potentiel chimique T > T,

1
N:/D(E)mdé

Energie interne T > T,

1
— | D(€) =——
/ (€) e rEr— de




Equation d’état : T<T,

Le potentiel chimique s’annule a T,

Que se passe-t-il pour T< T, ??7?

w(T) =

constant diminue

On a fait une erreur en remplagant la somme par une intégrale

N=> fr— /D(e)f(e)de +777

C’est licite si les termes de cette somme discréte varient lentement avec &
Ce qui devient faux si o« — (), car occupation macroscopique du fondamental

Or,si T ~ TC et o ~ () le facteur de Bose de I'état fondamental diverge

1 1
Jo= M = T = No(T)

Le niveau k =() est peuplé macroscopiquement E——————)

!

N = / D(e) f(e)de +No(T) = vAigg(s/z) +No(T)
T

il

T 3/2
N=N <—) ~|—N0(T)
T.
# d’atomes dans les états excités + # d’atomes dans I'état fondamental

== Nombre macroscopique d’atomes condensés dans I'état fondamental

) = i i - (%)3/2-

Condensation de Bose-Einstein A. Einstein 1924

Condensation de Bose-Einstein A. Einstein 1924
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J'affirme que dans ce cas, un nombre de molécules continlment croissant avec la
densité s'installe dans le premier état quantique (celui qui possede une énergie
cinétique nulle), tandis que les molécules restantes se répartissent conformément
ala valeur 1 du parameétre 4 (:eﬁ/‘)... une séparation se produit : une partie

se condense, l'autre reste un « gaz parfait saturé ». A. Einstein 1924
) 2 7’)'}1/"”-i 3
4
» :(%—?r : pAT. = ((3/2) = 2.612;..
K43 ]

« Condensation » d’'un nombre macroscopique d’atomes dans I'état fondamental

T|T,

Une fraction macroscopique de particules est partout a la fois !
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Equation d’état : T< T, A Equation d’état : T< T, c
quation d'eta c 4 limite classique = quation d'eta c 4 limite classique .
1 1
U= [ eD(e de a=20 U= | eD(e de a=10
O gmgde (=0, Ogeogde @=0)
< <
o2m)3/2 [ 3/2 Z 2m)3/2 [ 32 9
v = vl )3 de 57 v=vl )3 de S
Am2R3 Jy  efe—1 _ 4r2p? J, ePe—1
1 1
2 ‘ \ 5/9 5/2
5_0 a5 Lo I 20 25 30 8.0 0.5 Lo L5 -2 25 30
/T, I/T;
20 capacité thermique
(poly. § 7.3)
. }5 ............................................ 11
2 1.0 _ou |
¢ e or |
0.5
3/2 i
0.5 T |
53 L 0.5 R GBS 200 25 30 54
T/T,
Equation d’état : T< T, PR Condensation de Bose-Einstein o
4 imite classique ¢ Einstein a Ehrenfest 1925
1 ¥
U= /ED(E) Be _ 1 de (a = O) 3 « A partir d’'une certaine température, les molécules « se condensent »
€ L sans l'intervention de forces d’attraction, c’est-a-dire qu’elles s’agrégent
3/9  poo 3/9 = en un état de vitesse nulle. C'est une belle théorie, mais contient-elle
U=V (2m) / / e*/ de g;.? une part de vérité ? »
471'27—13 0 efe —1 ;
Iy
5/2 5/2
| SN U x T° AT

8.0 (7 Y 4 L O T R e R 1
Qualitatif : T/T,

T 3/2
| N\

gaz parfait classique proportion d’atomes non condensés

remarque : pour T < T_ , U(T) est indépendant de N ! T, x N?2/3
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Condensation de Bose-Einstein o
Einstein a Ehrenfest 1925

"C'est une belle théorie, mais contient-elle une part de vérité ?"

Condensation de Bose-Einstein o
Einstein a Ehrenfest 1925

"C'est une belle théorie, mais contient-elle une part de vérité ?"

e s 4
Suprafiuiditc de *He  (1937) 217K Condensation de Bose dans un gaz d’atomes ultrafroids 1995
2.0 1 . \
i 40 ‘.‘ 1 87
R s ol 37Rb 37 électrons + 37 protons + 50 neutrons boson
210
S |
0.5 ]
08005 70 13 20 25 3.0 Te ~ 100nK
T/T.
Transition « lambda » de I'hélium
vers une phase « superfluide »
mais interactions entre les atomes %?Na 11 électrons + 11 protons + 12 neutrons boson
s wey | . . .. .
Et la supraconductivité ? '_I D= Résumeé : statistiques quantiques
el |
Kamerlingh Onnes 1911 “‘I: Il
éléments ou alliages simples T. ~ 1K-20K ol e 1 1
mercure 4,2K f(E) = ——_ f(G) = —_—
eBle—m 11 Bl 1
Fermi-Dirac Bose-Einstein

1986  Bednorz, Miiller (oxydes) « Woodstock de la physique » !!!

Les électrons sont des fermions chargés qui se repoussent !!

Mais, via les vibrations du réseau (les phonons),
ils s’apparient pour former des « paires de Cooper » qui sont des bosons
et peuvent se condenser pour former un état « superfluide ».

BCS 1957 Bardeen, Cooper, Schrieffer

Encore de grandes questions : atteindre plus haute température, développement
des applications, questions fondamentales encore non résolues

Nombre de particules N:/D(e)f(e)de > w(T)
Energie interne U= /eD(e)f(e)dE

Pression PV = /N< (€)f(e)de

D(e) o /271 D(e) oc €271
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particules massives particules sans masse




Fermions A

T:k
d=3 B2
s=1/2 kpTp = 4.78 — p?/3

m
2.0 Fermions
1.5
-
S L0
0.5

0.0k
0002040608 101214
/Ty

2
kBT* ~ h_p2/3
m

Bosons
T
52 d=3
kgT. = 3.31 —p?/3 s=0
m
4 Bosons
L3
B~
&
=2
)
1

S.O 05 1.0 15 20 25 30 ©61
TIT,

Prochains amphis

7 — Electrons dans les solides, métaux, isolants, semiconducteurs

8 - Thermodynamique du rayonnement, gaz de photons




