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Das fre ie  E l e k t r o n  im h o m o g e n e n  Magnet fe ld  nach der  
D i r  a c s chen  Theorie .  

Von I. I. Rabi*, zur Zei~ in Hamburg. 

(Eingegangen am 16. Mai 1928.) 

Die Diraesehen Gleiehungen werden gelSst und die Eigenwerte und Eigenfunk- 
tionen diskutier t. 

Die D i r a c s c h e  Quantentheorie des Elektrons ergibt die richtige 

Dupliz~tat und Spinkorrektion. Es ware deshalb interessant, den ein- 

fachen Fall eines ~reien Elektrons in einem homogenen Magnet~eld zu 

untersuchen. 

Die Di racschen**  vier Gleichungen fiir die vier Funktionen ~1  "~P~ 

lauten in unserem Falle 

[p ( e A)~-  ~ m c ] ~  = 0 (1) O+el a,p+~ 
mlt 

W h a 
P~ ~q : ~/~[Hr], P ~ - 2 ~ O x ~ ;  i - -~ 1,2,3. 

@~ und 6i sind die D i r ac sche  Matrixoperatoren. 

Wi r  haben eindeutige und iiberall endliche LSsungen zu ~inden. 

In  zylindrischen Koordinaten (r, T, z), deren z-Achse die Richtung 

des Feldes babe, wird (1) 

O w r ~ 3  -~-ih a 

(2) 

a .r)~,_,ha =o, 
(( ; o o m c ) lp, -- i e i,  ( lt ~- i h O,  w r > , ,  + i h -~ l?2 = O, 

eH h 
w o w  ~--- ~ und h statt ~ gesetzt ist. 

Eine partikulare LSsung sel 

s ~ 1, 2, 3, 4, (3) 

* Barnard  Fellow, Columbia University. 
** P. A. ~. Dirac,  Proc. Roy. Soc. 117, 610, 1928. 
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p is~ der kons~ante Impuls parallel zum Felde und die ns sind ganze 

Zahlen (wegen der Eindeutigkeit). 
Setzen wir (3) in (2) ein, so ergibt der Vergleich der Exponen~en 

y o n  e 
p willktirlich, n 1 ~ % ,  n~ ~ % ,  n 2 ~ - - - n , q - 1 .  (4) 

Also ist nur eine der GrSl]en ns frei w~hlbar; als solche nehmen wir %. 

Wenn wir setzen 
--  - -  r2 

~, = ~ ~h R~(~), (5) 
so wird aus (2) 

__d/g .__ (%__1)  /~l q_ 2 w ~_ .1o - - h  m c  rR~--- -O,  
r d r 1 -7~-~ r 1~1 q- ~ h r R2 c 

d i ( w   c rR3 = o ,  
r~ r r  R= - -  R - -  h \  c / 

r ' ~ r - R 3 -  h q - m c  r R ~ + ( % - - l ) R a + 2 T r  R3q---~2r-~4---~ 0, 

d •  ) i 
r dTrR~ -~- - -  h \  c q - m c  r R l - - ~ p r R s - - n u ~  ~ ~ 0 ,  

In  diese Glelchungen gehen wir mi~ dem Ansatz 

(s) rV :~ = r~ ~ c~ (7 )  
0 

ein. Der Vergleich der Po~enzen yon r a gibt eiae Gleiehung vier~en 

Grades mit den beiden Doppelwurzeln 

/n~--  1 
= [ - -  n~ ( 8 )  

und der Vergleieh derjenigen yon r ~+" 

_w iio C(2) 
[g q- v - -  (% - -  1)] C(r ) C~1)-~ - -  T , - x  

+ - ~  - - m c  v ~ - I  = 

T ~ , _ , + ( ~ + v -  t- +-~ ~---mc ~ , _ , = 0 ,  
(9) 

i ( ~ _  )~(~) _ -h - v ' - ~  
-~ -]- m c - , - 1  q- [~ -~ v - -  (% 1)] C~ (a) 2 w ~(3) 

i C~ ~1o ~_~ ------0, 

i [ ' W  ~\ ,~(1) i _ ,~(3) __ p(~) 
-~ ~ -  ~ -  ~n (;) l a , _ l  Jr- -~.~, b , _ i  T ( g  -4- y --~- g$,) ~v -~----0. 
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Man s~eht zun~chst, da~ fiir ~ = n~ in /~  und /~  die nngeraden 

Koeffizlenten und i n / ~  und R~ die geraden Koeffizienten verschwinden 

miissen, umgekehrt fiir tz ---- - -n~.  

Fiir das Verhaltnis zweier sukzessiver Koe~fizienten finder man 

C~ (1) C~ (3) __ 1 2 w h [ ( e J r v @ n ~ - - l ) - - 2 j ]  

C~ ~) - -  C TM h ~ (~ + v + ~2 - -  1) (~ + v - -  n~ + 1) ' 
- - 2  v - - 2  

U,+~(~) ~v+~C(t) 1 2 W h [(a @ v @ n: - -  1) - -  2j] 

1 --mc~ .~(~) k 4- c -]-mc 
: ~ 2 4 7  / ~ + 1 _ _  

C~ (~) ~ + v + n~ + 1 

C(2) v-}-I  

- -  + + 1) '  

mit der Abkiirzung 
W ~ 

2 w h j - -  c~ m ~c ~ - ~ .  

/~1 und /~  stehen demnach in einem konstanten Verh~ltnls k. 
Damit die LSsung im Nullpunkt endlich bleibt, miissen die Reihen (7) 

mit nicht negatlven Potenzen beginnen. Fiir n~ ~ 0 haben wir  also 

a----- n ~ - - i  und fiir n ~ 0 ,  ~ - - - - - - n  2 zu nehmen. 
Die Funktionen /~s folgen unmittelbar aus (10). Sie sind durch 

entartete hypergeometrisChe Reihen 

~(~ + 1) 
F (~z, fl, x) = 1 @ ~ .  fl x --[ 1.~-.~(~_]_ llX2 + @ 

darstellbar. Zum Beispiel ist die Relhe fiir /~  im Falle ~ ----- n ~ -  1, 
no > 0 

( jR 1 = r n 2 - 1 F  - -  j -~ n2, n~, ~ r ~ �9 

Die Reihen brechen dann und nur dann ab, wenn j eine ganze Zahl ~ ne 

ist. Ist  diese Bedlngung nicht erfiillt, so werden nach (5) die Eigen- 
funktionen exponentiell im Unend]ichen anwachsen*. Also rnu~ j e~ne 
ganze nicht negative Zahl grSl]er oder gleich n, sein. 

Info]ge der Mehrfachheit und der ganzzahligen Differenzen der 
Wurzeln ~ gibt es auch andere LSsungen yon (6), die dutch 

* W. Gordon, ZS. f. Phys. 48, 11, 1928. 
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gegeben sind, wo r162 die grS~ere der beiden Wurzela ({%1 und a2) ist. 
Diese LSsungen befriedigen aber nieht die Konvergenzbedingungen im 

Unendliehen. 
Die Eigenfunktionen lauten fiir n 2 ~ 0 

w i --r2 ( W 2) i(n2-1)~+~pz 
~F 1 = k~e~ -~ Coe--~h rn~-l F - - j  + n2, n~, ~ r  e 

w ip 
~tr 2 Co ~n~ + -~ c - m C  e 2 h  rn~ F _j+n,,  nl+ l, hru ) tn2~+-~z 

und fiir n 2 ~ 0 
w n ~ " W ~ \  i ( n 2 - - 1 ) q ) + ~ z  

Coe i-ar2r - ~-~--rF(--3, - -n l  ~- 1,-~.r )e 

,c)] ,o i 1 - -  r= 
_ 2h r -n2F(_ j_n~+ 1, ~r ' ) e  n "t- "-~ e-- W a\ tn2~~ -:-z 

Solche Eigenfunktlonen kann man bekanntlich auch durch L a g u e r r e s c h e  
Polynome ausdriicken. Fiir einen vorgegebenen Wert yon j gibt es un- 

endlich viele Eigenfunktionen, well n 2 alle ganzzahligen Werte gleich 
oder kleiner als n 2 annehmen kann. Diese Tatsache en~spricht der be- 

liebigen Wahl der Lage der z-Achse. 

Die Eigenwerte 

c2 m2c ~-10~ = 4jwh,  j = 0,1,2,  ... 

nach Potenzen yon 1/c entwickelt, sind 

eH 
W O  60 - -  - -  

4~m,c 
bedeuten. 

102 
W =  mc ~-k- ~ 4- 2jeoh + ..., 

die Lamorfrequenz und h die P lancksche  Konstant.e 

Die Sch rS d i nge r s che  Theorie (unmagnetisches Elektron) ergibt 
dieselben Eigenwerte mit (j-~-~) start j, also darf dort die Energie der 
Bewegung um die Feldrichtung nicht Null werden. Unsere Ergebnisse 
kaun man als ei~e Aufspaltung der Eigenwerte des lmmagnetischen Elek- 
trons durch die Einstellung des Elektrons parallel und antiparallel zum 

Felde deuten. 
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Es ist merkwiirdig, dal~ der Ausdruck fiir die Komponeate des 

Stromes um die Feldachse, 

im untersten Zustand, wo die Energie des Elektrons nur aus der kine- 
tischen Energie der Bewegung parallel zum Felde besteht, im ganzen 
Raum verschwindet. Wenn man sich diesen Zustand so vorstellt, da~ 

die potentielle Energie des Elektroneneigenmoments und die Energie der 
Bewegung am die Feldachse sich gegenseitig aufheben, ist nlcht zu er- 

warren, dal] diese Komponente iiberall verschwindet. In der Diracschen 
Theorie ist es eben prinzipiell nichfi erlaubt, die Translationsbewegung 

des Elektrons yon seiner Rotationsbewegung zu trennen. 


