
499 

(Tber die Spektra y o n  A t o m s y s t e m e n  mit  zwei  Elektronen.  
Von W. Helsenberg in Kopenhagen. 

(Eingegangen am 24. ~uli 1926.) 

Als spezielles Beispiel fiir die Quantcnmechanik der MehrkSrperprobleme, zu deren 
Behandlung durch alas Studium eines charakteristischen Resonanzph~nomens die 
Grundlage gegeben ist, sollen in dieser Arbeit die Atomsysteme mit zwei Elektronen 
und deren Spektra untersucht werden. Es ergibt sich eine bvfriedigende Dar- 

stellung der wesentliehsten Eigenschaften dieser Spektra. 

Das Heliumatom und die ihm verwandten Ionen Li+, Be++ usw. 
sind mehrfach Gegenstand eingehender Untersuehungen vom Standpunkt 
der frfiheren Quantentheorie aus gewesenl). Die Behand]ung dieses 
Problems nach der neueren Quantenmechanik ist bisher nicht durchgeffihrt 

worden. Als Grundlage ftir diese Behandlung sehen wir die Kenntnis 
elnes fiir die Mehrk~rperprobleme der Quantenmechanik eharakteristischen 
Resonanzphanomens an, das vor kurzem vom Verfasser in dieser Zeit- 
sehrift behandelt worden ist2). Die folgenden Reehnungen sollen eine 
t)bersieht fiber die Bewegungen der Elektronen im genannten Atom geben, 
soweit man quantenmechaniseh yon Bewegungen sprechen kann, und sie 

sollen das Spektrum yon He und Li + qualitativ und in grober Niiherung 
quantltativ ableiten aus den Gesetzen der Quantenmeehanik. Das Ver- 
fahren, das bei diesen Reehnungen benutzt wurde, kann als konsequente 
Anwendung der einfachsten St(irungstheorie bezeiehnet werden. Die 
Reihen der Sti~rungstheorie konvergieren iedoch gut nur ffir die hoeh- 

angeregten Zustande (D, d, F, f, . . .)  des Atoms; ffir die (P, p)-Terme 
sehon wlrd die bier durehgerechnete erste Naherung dieser Reihen recht 
ungenau, ffir die (S, s)-Terme oder den Normalzustand versagt sie ganz. 

Um zu einer seharfen quautitativen Bereehnung des Spektrums zu kommen, 
wird man verfelnerte Methoden ausbilden miissen, die schne]l konvergente 
Reihen liefern, etwa ~.hnl~ch der K r a m e r s sehen Behandlung des He-Normal- 
zustandes auf Grund der frfiheren Quantentheorie. Das Ziel dieser Arbeit 
ist jedoeh nur eine Ableitung derienigen Resultate, die sieh bel systema- 
tlseher Anwendung der gewShnlichen Stiirungstheorie gewinnen lassen. 

1) A. Land~, Phys. ZS. 20, 228, 1919; N. Bohr, GSttinger Vortr~ge (un- 
publiziert); 1t. A. Kramers ,  ZS. f. Phys. 18, 312, 1923; 3. H. vanVleck ,  Phys. 
Rev. 21, 372, 1923; M. Born und W. Heisenberg ,  ZS. f. Phys. 26, 216, 1924. 

~) W. Heisenberg ,  MehrkSrperproblem und Resonanz in der Quanten- 
meohanik, ZS. f. Phys. 88, 411, 1926. 
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I. B e r e c h n u n g  des S p e k t r u m s  ohne  B e r t i e k s i c h t i g u n g  

der  E l e k t r o n e n m a g n e t e .  

w 1. Entsprechend den Rechnungen in der oben angefiihrten Arbeit 
des Verfassers mull zuers~ das Verhalten des ,ungast~rten" Atoms bekannt 
sein, bei dem die Weehselwirkung zwisehen den Elektronen nieht beriiek- 
sichtigt ist. Man kSnnte also, um vSllig konsequen~ zu sein, als un- 
gestSrtes System ein Atom mit zwei Elektronen betraeh~en, bei dem beide 

Elektronen muter dem Einflul~ der Kernladung Z stehen, ohne aufeinander 
eine Weehselwirkung auszutiben. Ein solches Vorgehen w~re aber sehr 
unzweekmg$ig, denn eben bel den angeregten Zustanden des A~oms wirkt 
naherungsweise immer auf das eine Elek~ron die Kernladung Z, auf alas 

andere wegen der Absehlrmung die Kernladung Z -  1. In der klassiseh- 
meehanlschen Reehnung war daher das naturgemafie Ausgangssystem ein 
Atom, bei dem auf ein b e s t i m m t e s  ,,inneres" Elektr0n die Kernladung Z, 
auf das andere die Kernladuug Z -  1 wirkte. In dar Quantenmeehanik 

wiirde eia solehes Ausgangssystem keine vernfinftige Annaherung dar- 
stellen, da ia die beiden Elektronen periodiseh dan Platz tausehen, weshalb 
einmal das eine, einmal das andere Elektron unter dam Einflu~ der 
Ladung Z oder Z ~ 1 steht. u scheint fiir die Quaatenmeehanik 

am meisten geeignet ein Ausgangssystem, bei dem fiir iedes Elektron in 
der Nahe des Kerns die Ladung Z, in einiger Entfernuug die Ladung Z - -  1 
fiir die Kraft mal]gebend ist. Man denke sieh also um den Kern eine 
gleiehmal]ig geladene Kugelschale (Gesamtladung e, Radius to) gelegt. 
Dann ist im ungest~rten Atom die potentielle Eaergie eines Elektrons: 

- -  v o n r  ~-~ 0 bis r ~ r o 
e2Z ~- f(r) ,  wo f ( r )  = r~ (1) 

r 
von.r  ~ r 0 bis r ~  oo 

Der hier eingehende Radius r o mull naehtraglieh so bestimm~ werden, 
dull die Reihen der St~ruugstheorie mSgliehst gut konvergieren. 

Fiir eine genaue quantitative Reehnung der Termwerfe ware es also 
ietzt nStig, zu dem dutch die potentielle Energie (1) definierten meeha- 
nlschen System die Energiewerte und die SehrSd inge r sehen  Eigen- 
tunk~ionen genau zu bestimmen, was ohne mathematisehe Sehwierigkeiten 
durchgefiihrt werden kann. Fiir unsere Naherungsrechnung kSnnen wit 
diese Bestimmung aber ganz entbehren, da die L~sung yon (f) praktiseh 
genau genug iibereinsfimmt mit der L~sung des dureh die Kernladtmg Z 
bzw. Z -  1 definierten meehanisehen Systems, ]e naeh der Lage yon r o 
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relativ zum ,Bahnradius". Denken wir zum Beispiel an eine p-Bahn. Nach 

der klassisehen Theorie w~re die L~sung yon (1) i den t i s eh  mit der eines 
a ( h. ~ _~. 

Systems der Ladung Z - -  1, solange r o ~ 2  ~ ist ,a = 4~me~ ] 
In der Quantenmeehanik besteht diese Identit~t nieht mehr 7 doeh sind 

die Untersehiede zwischen beiden LSsungen in mehrfaeher ttinsieht sehr 

gering. Bet den LSsungen yon (1)7 bet denen - -  um die einfaehe aus 

der friiheren Theorie entlehate Bezeiehnungsweise zu gebrauehen - -  der 

Bahnradius wesentlich kleiner als r e ist, muff beachtet werden, dab die 

Energie sieh um das additive Glied e~/ro yon der Energie des dureh die 
Kernladung Z charakterisierten Systems unterseheidet. 

Zur Vereinfaehung der folgenden Rechnung k~nnen wir ferner an- 

nehmen, dal~ im "~nges~Srten System die Projektion des Gesamtimpulses 

ant eine vorgegebene ~uflere Riehtung und der Gesamtimpuls selbst ,ge- 

quantelt" 7 d.h. Diagonatma~rizen seien. Es werden also Zusatzfelder fingiert, 

die sehon im ungest~rten System die Entartung yon j und m aufheben; dies 

ist bereehtigt7 da die Quantelung von j durch die StSrungsenergie, die yon m 

dureh ein beliebig kleines aul~eres Feld doeh eintreten wird. Im ungestSrten 

System ist dann noch im allgemeinen eine dreifaehe Entartung vorhanden, 

neben der Resonanzentartung die der Elektronenimpulse k 1 nnd k~ 1). In dem 
speziellen Falle iedoch, in dem das eine Elektron sich in der Grundbahn 

n = 1 befindet7 fallen die be iden  Impulsentartungen fort und es bleibt 

nut noeh die Resonanzentartung iibrig; dies folgt aus einer einfaehen Ab- 

zahlung der ungest~rten Zustande mit gleicher Energie. Empirisch sind 

nur Terme yon diesem letztgenanaten Typus bekann~. Wir diirfen uns 

daher aueh mit der Bereehnung der Terme dieser Art begniigen. 
Im ungestSrten System (1) befindet sieh also das eine Elektron in 

ether 1 S-Bahn. SehlieSen wir die~enigen Zust~.nde des Gesamtsystems7 
bet denen das andere Elektron in einer S-Bahn l~uft, aus - -  fiir solehe 

Zust~i~de ist die bier versuehte N~herungsmethode doeh nieht brauehbar --7 

so wird r 0 stets erheblich grSl]er als der ,Radius der 1S-Bahn" 
gewahlt werden k{~nnen. Die Energie dieses einen Elektrons ist also in 

erster N~herung gegeben dureh R h Z ~ e ~ - 1 ~  § --ro , in n~chster N~herung durch 

~ h Z 2 e ~ ( f  e--~o ) 1~ +~o + (r)-- (2) 
1) Tats]s fiihren LSsungen yon (1), die gleiehen n-, doeh verschiedenen 

k-Werten entsprechen, zu etwas versehiedenen Energien. Diese Enerffieunterschiede 
sind aber im allffemeinen so klein, dab es konsequenter erscheint, sie zur StSrangs- 
energie zu reehnen und das ungestSrte System als entartet zn betraehten. 
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Der Strich bedeutet zeitliche ]~Iittelung, genommen fiber die ungestSrte 
Bewegung in einer Bahn flit n ~--- 1 and Ladung Z. Analog wird die 
Energie des anderen Elektrons im ungestiirten System bestimmt durch 

n~ + (r)  - -  �9 ( 3 )  

r o ist hier wesentlich kleiner Ms der Bahnradius. Gemittelt wird fiber 
eine durch die ttauptquantenzahl n, einen bestimmten Impuls k und die 

Ladung ( Z -  1) charakterisierte Bahn. Vertauschung der beiden Elek- 
tronen gibt die gleiche Gesamtenergie. 

Die StSrangsenergie ist gegeben durch die C o ulo mb sche Abstol]ung 
der beiden Elektronen, vermindert um die Abweichangen des Potentials (1) 
yore Potential eines Kerns mit der Ladung Z. Dies ergibt 

e 2 

H 1 - -  f (rl) - -  f (r~). (4) 

rl~ bedeutet den Abstand zwisehen beiden Elektronen, r 1 bzw. r 2 den 
Abstand des Elektrons 1 bzw. 2 vom Kern. 

w 2. Betrachten wir nun einen ganz speziellen Zustand des ~'an- 
gest(irten Atoms, charakterisiert dureh den Gesamtimpuls j und dessen 

Projektion m a u [  eine feste Aehse; das eine Elektron betinde s~eh in einer 
Bahn n 1 ~ 1, das andere in einer Bahn n~ ~ n ~ 2. Der Drehimpuls k 
seiner Bahn ist, da das andere Elektron in einer S-Bahn l~uft, gleich dem 
Gesamtimpuls des Atoms : 

k ---- j. (5) 

Das System ist entartet nur noch insofern, als die Vertauschung der 
beiden Elektronen die gleiche Gesamtenergie ergibt und kann ganz nach 
der 1. e. angegebenen F[ethode behandelt werden. Bezeichnet man den 
durch die Quantenzahlen n z 1, k ~-- 0, m ~-  0 charakterisierten Zustand 
mit v, den durch n ~ n, k ~ j, m ~ m eharakterisierten Zustand 
mit w und bezeiehnet ferner dureh den ersten bzw. zweiten Index den 
Zustand des ersten bzw. zweiten Elektrons, so beruht naeh den Uber- 
legungen 1. c., Gleiehungen (10) bis (12), die Berechnung der sakularen 
Bewegungen im wesentlichen auf der Ausrechnung der Glieder 

Hl(vw; vw) und Hl(vw; wv). (6) 

Diese beiden G]ieder werden yon m nicht abhangen, da ia ohne 
aul]eres Feld keine Richtung im Raum ausgezeichnet sein kann. Also 
spaltet ieder Term des ungestSrten Systems auf in zwei  Terme; nur 
dleienigen Terme des ungestSrten Systems, bei denen die Elektronen in 
aquivalenten Bahnen waren, bleiben einfach. Wir nennen die beiden 
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Termsysteme, in die das Termspektrum zeffallt, 0(r tho)-System und P(ara)- 

System und bezeiehnen mit  diesem letzten Namen das~enige System, das 

Zustande mit  aquivalenten Bahnen enthalt. Durch Bereehnung der 
Werte  (6) mfissen wir  zeigen, da] die Energiewerte des 2-Systems grSBer 
sind als die des 0-Systems, und dal] der bereehnete Abstand zwisehen 
beiden dem empirischen Abstand yon Ortho- und Parheliumtermen bzw. 
Ortho- un4 Parali thiumtermen n~herungsweise eatsprieht. Daft die beiden 
Termsysteme nieht kombinieren, wurde 1. c. bewiesen. 

Die Bereehnung tier Gr(il]en (6) geschieht am einfaehsten nach der 
S e h r i i d i n g e r s e h e n  ]~ethode der Eigenfunktionenl).  Bei einem wasser- 
stoffahnliehen Atom der Kernladung Z lal]t sieh die zu dea Quanten- 
zahlen n, k, m gehSrige S e h r ( i d i n g e r s e h e  Eigenfunktion lp darstellen 
als l)rodukt dreier Funktionen, yon denen iede nur yon einer der drei 
Variabeln r, @, ~ abhangt: 

~ ,  k, ~ ~ X~ k (r) .  Yk ~ (~) Z~ (qo). (7) 

Bezeichne~ man mit  d $2 das Raumelement d r r ~ d @ sin @ d q~, mit  s, t 
irgend zwei ,,stationare Zustande" oder Eigenwerte, so gilt bei geeigneter 
Normierung yon ~ die Orthogonalit~tsrelation: 

i _  ~Ps~td$2 = ~st = 0 ffir s :r t. (7a) 

Der Strich fiber ~Ot bedeutet: koniugiert  komplexer Wert.  Die Funktionen 
X,  Y, Z lauten naeh S c h r S d i n g e r ~ ) :  

X~,k(r)  = [ \ ~ a /  (n + k)! 2 n ' e  s! \ n - k -  l - s  ' 

h 2 2 Z 
wo a ~--- 4-~:me~, $ ~ --.r;na 

t 

V(k in bek =ter Wei e r~,~ (a) = ~ -  • y )  ~ + ~) ! 

~ , ~  (t) = 1 / v - : - ~  ~ ~ d t~ /~  (t), 

(8) 

1 d k 
Pk (t) ~ -  2k k ! ~ (1 - -  t~)k; 

ei~p 
z ~ ( ~ )  = ~/~.  

1) E. Sehr i id inger ,  Ann. d. Phys. 79, 361, 489, 734, 1926. 
~) Derselbe, ebenda S. 361. Die 1%rmierungskonstanten entnehme ich einer 

Arbeit yon I. Wal le r ,  ZS. f. Phys. 88, 635, 1926. 



504 W. Heisenberg, 

Die Bereehnung der GrSl]en (6) geschieht jetzt naeh den Formeln: 

a) H~ (v w, vw) = f : . .  j" H~ ~p~,z(r~, @l, ~p~) ~ , z _ ,  (r~, q~, r 

~v,z(rl, #1, ep~) Cw, z -  1 (rv #~, ~P2) d $~1 d$-~v (:0 
h) = 

~w,Z--1 (rl ,  #1, ~01) ~v,z (r~, as ,  fj0~) d $-~1 d d~'~ 2. 

tIierbei wird also angenommen, dal] die EigenCunktionen des Problems (1) 
yon den wasserstoffahnliehen Eigenlunktionen nieht sehr verschieden seien. 
Von diesen beiden Werten gibt der zweite: H 1 (v w, w v) naeh den 1. e. aus- 
gefiihrten Uberlegungen den halben Termabstand zwisehen 0 - u n d  
P-System im ,gestSrten" System an. Der erste Wert: H 1 (vw, vw) gibt 
den Abstand der Mitre zwisehen Ortho- und Paraterm yore Termwer~ des 
tmgestSrten Systems an. Es seheirlt zweckm~l]ig, zu diesem Abstand die 
Abweiehung der Energie des ungesttirten Atoms (2) and (3) veto Wert 

t l h Z  ~ M h ( Z - - 1 )  2 zu addieren. Dann erh~lt man den Abstand 
12 n 2 

t l h Z  ~ R h ( Z - -  1) ~ als der genannten Termmitte yon 
1 ~ n~ 

ol 

�9 ] ~ , Z - l ( q ,  ~ ,  vP~)ld~ld~v (10) 

In dieser Formel kommt r o nieht mehr vor. Die Energieanderung des 
gesti~rten Systems erster Ordnung ist also yon der Wahl yon r o unab- 
hangig. Allerdings kann die Formel (10) fiir den Abstand der ge- 

( t l h Z  2 R h ( Z - - 1 ) ~ )  keinen aueh nannten Termmi~e yon - - \ - ~ T - q -  n 2 nur  
/ 

naherungsweise richtigen Weft liefern. Wegen der Symmetrie der 
1 S-Bahn verschwindet namlieh dieser Wert (10) nahezu, und die qua- 
dratischen Glieder der n~tchsten Ordnu~g der Sttirungsrechnung, die der 
Wirkung der sogenannten ,,Polarisation" enfsprechen, geben elnen griil]eren 
Beitrag zu dem genannten Abstand als das Glied (10). Dagegen stellt 
ftir den Abstand zwischen 0- und _P-System die Formel (9) wirklich die 
erste Approximation dar. 

Bei der numerischen Ausreehnung der Gri~l~en (6) wird es 
zweckm~tl]ig sein, in (9) zuerst die integration fiber die Winkel 
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und dann die fiber die Radien auszufiihren. Es ergibt  sich zun~chst 
nach (8): 

o,o (~1) d d ~1 sin ~1 Z0,0 (oh) r 

= , ~/r~+rl__2r:r~cos(1,2 ) ~ sine1 de1 d~1 (11) 

e ~ e ~ - -  , wo fiir r(1, 2) gilt: r(:, 2) = I rl ffir r~ > r~ 
r(1, 2) r~ ~ r 2 ffir r~ > r r 

Die Integration fiber die Winkel &2, T~ ergibt den Faktor 1, und 
es bleibt 

H:' (v w, v w) / 
= d r :  r l  ~ d r~ r~ X~, r 2 o;z(1)Xmk;Z_l(r,)(r(1,2) _~). (12) 

2Z  
Bei Einffihrung der Abkiirzung ~ = - - r  ergibt sich a 

o o  

HI' (VW, vw) --  [ drer~X~,k;z_ 1 (tO 
0 

o~ 

i f (e-2 ~ e~'12Z (13) �9 e - ~ l ~ d ~ l  ~(1,~) ~2] a 

0 

Ze'~ ~ dr~r~ e.~ (2 @ ~2) 
- -  a ~ $3 Z ~ , k ;  z - :  (r~). 

0 

In den folgenden Rechnungen sollen die gesuchten Mittelwerte nicht 
ffir a l l e n  und k eXakt ausgerechnet werden; es l~l~t sieh ni~mlich leicht 
zelgen, da$ die gesuchten ~ittelwerte stets zu Eaergieformeln vom 
Ryd l Je rg -Ri t z schen  Typus (naherungsweise) Anla6 geben. Es genfigt 
daher, bei einem gegebenen Werte voa k den Nittelwert ffir die beiden 
kleinsten Werte yon n (k @ 1 und k @ 2) auszureehnen und die fibrigen 
Mittelwerte nach der R y d b e r g - R i t z s e h e n  Formel zu extrapolieren. Es 
seien daher die aus (8) hervorgehenden Formeln angefiihrt: 

X k + : , k =  (k-~-Y) a ( 2 k ~ - 2 ) (  e 2~k' w~  r' 

--V((k + 2)~/2z ~ 1 X~+~.~ = (2k~_2)! (2k~_4)e-V~(2k+2-~) ,  (14) 

2 Z  
- -  - -  r .  

(~ + 2) a 
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Beachtet man, daft fiir den Zustand n, k die Ladung Z - - 1  mal}- 
Z - - 1  

gebend ist, und setzt man ~ - -  Z . ~ '  so ergibt s i eh  

/ t ~ :  k + l (v w, vw) 

Ze2 es+~k 1 f -~ 1 ~2k+1(2 + $2) 
a (2k + 2)! ( 1 5 )  

0 

( Z - -  1) 2k+3 / Z(k + 2) - -  1) 
= - - 2 R h ' Z ( z ( k - } - - 2 ) - - l ) ~ k + 3 ~  1 + Z ( k + l )  2 

und 

a 

] 1 I d }2 e -  }2 (1 + ~) }~k +1 (2 + ~2) (2 k + 2 - -  ~ E) 2 (16)  
( 2 k +  2 ) ] ( 2 k  + 4) 0 

( Z - -  1):k+~ 4(k+1)(k+2)+(2k+6)e*+2~ 8 = 
1'  

Die numerische Rechmmg ergibt ftir H (vw, v w) . 
/Oh 

T a b e l l e  1. 

Z =  2 I n - - - - - k - ~ l  . . - -0 ,0020 - - 6 , 7 . 1 0  -e 
(n : k + 2 . .  - -  0,00070 

{ n n = k + l . .  - -0,0098 - - 5 , 5 . 1 0  -5 
Z : 3 _  : k - ~ - 2 . .  - -0,0032 

Von den ~I_ittelwer~en fiir k : 2 ist nur ie einer angegeben, da sich 
herausstellt,  da{~ die zum Wer t  k = 2 gehiirigen ~nderungen yon H v 
durch die Ritzkorrekt ion in der hier angestrebten Approximation ver- 
nachliissigt werden k(innen. Fiir Werte  yon k ~ 3 gibt  H v keinen merk- 

lichen Beitrag zur Rydbergkorrekt iom Der yon H v herriihrende Beitrag 
RhZ 2 t l h ( Z - -  1) 2 

zur Termkorrekt ion ~, definiert durch E -  12 (n + ~)2 , 
wird: 

T a b e l l e  2. 

nn 2 . . . .  Z = 2  ~---3 . . . .  . 

. . . .  

k = l  

- -  0,0080 
- -  0,0095 
- -  0,0098 
- -  0,0108 

k----2 

9 .  i0 -~ 

- -  1 , 9 . 1 0  - 4  
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Das R i t z s e h e  Glied is t  sehr klein im Yerhal tn is  zur ganzen 

Korrekt ion.  

W i r  gehen nun zur Berechnung der Grii~e H ~ (vw, wv) fiber und 

nehmen zuerst  die In tegra t ion  fiber die W i n k e l  vor. H 1 kann bei dieser 
e 2 

In tegra t ion  ersetzt  werden (lurch das Glied - - ,  da alle anderen Gl ieder  
rl 9 

nur yon den Koordinaten je e i n e s  E lek t rons  abh~ngen, a l so  zu einem 

Fourlergl ied,  das Ubergangen b e i d  e r Elektronen entspricht,  keinen Bei t rag  

geben kiinnen. 

Sei x eine Gr(i~e ~ 1, so handel t  es sich also zunaehst, am das 

In tegra l  

Z ~-~ _ 2 x~c~scos ~1 cos ~ _~_ sin ~1 sTn ~2 cos (~01 ~ - 2 )  g - ~ }(1~) 

e 2 Z 

a 

Dieses In tegra l  is t  wegen (8) zurfickftihrbar auf das bei Kugelfunktion- 

entwicklungen bekannte P o i s s o n s e h e  I n t e g r a l ' )  und hat  den W e r t  
Xk 

2 k ~- 1" (18) 

Bezeichnet man wieder  mi t  r(1, 2) den gr~il~eren, mi t  r(2,1) den kleineren 

der beiden Wer te  r 1 trod r~, so wird also 

~ t/1 (v w, wv) | 

] ~ e'r~2,1).Xnk(rl)X]o(rl)Xnk(r2)Xlo(r,)" ] (19) dr 1 r~ dr2r~ 
o o r(1, 2) 

2 Z  
Fi i r  den Spezialfall  n ~ k ~- 1 ergibt  slob, weun wieder ~ ~ - -  r a 

Z - - 1  
und ~ - -  Z(k Jr- 1) gesetzt  wird :  

H 1 (v ~, w v) 

2e2Z e ~k+3 1 [ [~,1) ~e-hl+~e-~2 1+~ 
0 0 

~ ' ~ - -  d ~ k + ~  e ( 2 k + 2 )  t ( 2 k +  1) d ~ l ~ l e -  ~' ~ 
o 0 oo 

1) Vgl. z. B. C our an t -Hi  1 b e r t ,  Methoden der mathemar Physik, Berlin 
1924, 1, 423. 

Zeitschri[t fiir Physik. Bd. XXXIX. 34 

(20) 
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Die Ausfiihrung dieses Integrals ergibt (~ = ( ]~I )z) :Z-  1 

1 8~ 2k+8 2k -~  5 (21) 
Hn=~+l(vw,  wv) = R h . Z  (1 + ~)2k+5 2k-{- 1" 

( Analog folgt fiir n = k + 2 ~ - -  Z(-k-~-~ : 

oo 1+~ . 
1 ~ e2Z ~2k+8 ~ ~ ~l 

H~=k+2(vw'wv)=----a-- (2 k + 2 ~ .  (2 k+4) j d $ l } ~ + k ( 2 k + 2 - ~ ' e ) e  
o 

o o  

i 1+t~ 
�9 d $ 2 ~ + k . ~ ( ~ ' 1 ) ( 2 k + 2 - - ~ , e ) ~  ~ ~ ~:k+l 

~(1,  2) 
0 

und 
8~2k+3 

Hl=k+2(vw, wv) = Z t t h  . . . . . . . .  ] 
5 (2k+3)(4k%26k+44)}. . (22) 

(2k + 4)(2k ~- 1) 

Aus diesen Rechnungen folgt zu~achst, da$ HI(v  w, w v) stets positiv 
ist. ~ach den 1. c. angestellten Uberlegungen bedeutet dies, daft das 
/~-System, also ~enes Termsystem, das Zustiinde mi~ ~quivalenten Elek- 
tronen enthalt, stets die hSher llegenden Termwerte besitzt. 

Die numerischen Werte fiir H1 (vw, w v) sind: 
R h  

Tabel le  3. 

Z = 2 { n = k - 3 [ - 1  . . . .  
n = k q - 2  . . . .  

Z = 3 { n  k ~ - I  . . . .  
n k-~-2 . . . .  

k = l  

0,007 65 
0,002 46 
0,030 7 
0,009 35 

k ~  2. 

0,000 025 7 
0,000 015 0 

0,000 189 
0,000 108 

k=3 

5,25.10 -s 
4,31 . 10 -s 
6,95.10 -7 
5,72.10 -7 

Der Untersehied zwischen Ortho- und Paraterm ist in dleser Naherung 
naeh den l. c. angestellten Uberlegungen gleieh 2 H 1 (vw, coy). 

Aus den oben angegebenen Zahlen ist in der folgendea Tabelle die 
Differenz der Rydberg-Ritzkorrektionea yon Para- und Orthotermen 

naeh der Formel n ~  H 1 (vw, wv) ~_ J t~ bereehnet und mit den em- 
( Z .  1 )  2 / ~ h  

pirisehen Werten verglichen. Die empirisehen Werte fiir den Abstand 
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zwisehen Ortho- 

S. Werner l ) :  
und Paralithium enh~ehme ieh ~essungen yon 

Tabelle 4. 

ber . . . .  
He gem. 

Li+ { ber . . . .  
gem. 

2 p - -  fi.P 

0,061 
0,075 

0,061 
0,067 

3 p - - 3 P  

0,067 
0,079 

0,063 
0,069 

3 d - - 3 D  4 d - - 4 D  

0,000 69 0,000 96 
0,000 44 0,000 63 

0,001 3 0,001 7 
0,001 0 0,001 4 

4f--~F 

3,4. I0  -6  

1 , 1 . 1 0  -5  

5f--SF 

5,4. I0 -8 

1,8.10 -5 

Bei den P-Termen kann man nieht erwarten, dal] die Formeln (21) 

und (22) ein reeht genaues Resulta~ geben. Bei den D-Termen mag eln 
Teil der schlechten [~bereinstimmung daran Hegen, da]es  sieh um GrS~en 

handelt, die nahe an der Grenze der Mel]genauigkeit liegen; es mag aber 

der theoretisehe Wert auch noeh dureh die quadratisehen Glieder, d. h. 

in der zwelten Naherung des StSrungsveffahrens, erhebliehe ii~aderungen 

erfahren. Es handelf sieh bei den bier durehgefiihrten Reehnungen eben 

um elne Abschatzung. Das qualitative Yerhalten der Rydberg-Ritz- 

korrektlon als Funktlon der Quantenzahlen wird dureh die Theorie wohl 
befrie digend wiedergegeben. 

w 3. Um neben dem relativen Abstand des 0- und/)-Systems aueh 

die absolute Lage der Terme etwa relatlv zu den Wasserstofftermen zu 
erreehnen, mull man zur zweiten ~ h e r u n g  in der Stilrungsenergie fiber- 

gehen. Eine exakte Durchfiihrung dieser zweiten N~herung w~re aber 

sehr miihsam, daher babe ich reich auch bier mit einer rohen Absch~tzung 

der Glieder zweiter 0rdnung begniigt. Fiir grol~e Werte yon k ist es 

anschaulich ohne weiteres einleuehtend, dal] der grSllte Beitrag zum GHede 

zweiter Ordnung yon der sogenannten ,,Polarisation" des Atom~nneren 
herriihrt. Neben der Polarisationswirkung sind noch andere Glieder vor- 

handen - -  hiiheren induzierten Polen (Quadrupolen usw.) entspreehend - - ,  
die sowoh] die absolute Lage der Terme, wle die relative Lage yon 

0- und _P-Systemtermen merklich beeinflussen. Die Wirkung des indu- 

zierten Dipols jedoch beeinflul]t die r e l a t i v e  Lage der beiden Term- 

systeme niehk N~herungsweise gibt also das Polarisationsglied (naeh 

1) Herr S. Wether hat mir die Resultatc dieser Messungen freundlicherweise 
noch vor der Publikation mitgeteilt. Siehe auch die inzwischen erschienene Arbeit 
von H. Schiller, ZS. f. Phys. 87, 568, 1926. Das Spektrum yon Ortholithium + 
wurde angegeben yon H. Schiller, Naturw. 12, 579, 1924; Ann. d. Phys. 76, 292~ 
1925 und S. Werner, Nature, Febr. 1924, Nature, 0kt. 1925. 

34* 



510 W. Heisenberg, 

ttinzufiigung des in den Tabellen 1 und 2 berechneten Glledes erster 0rd  

hung) direkt den Abstand tier M i t r e  zwisehen den Termen des 0- und 

/~-Systems und dem betreffenden Wasserstoffterm an. Ftir grol]e Werte 

yon k kann man alas Polarisatlonsglied den Rechnungen yon I. W a l l e r  (1. c.) 

entnehmen. Ftir kleine Werte  yon k iedoch stellen, wie W a l l e r  bemerkt, 

seine Reehnungen keine Ngherung ~iir alas gesuchte Glled dar. Man kann 

sich dies wieder anschaulich klar maehen. W a l l e r  berechnet die polari- 

sierende Wirkung eines h o m o g e n e n  elektrisehen Feldes au~ das Atom- 

innere. Solange das induzierende Elektron welt yore Kern entfernt ist, 

mag die yon ihm au~ das Atominnere wirkende Kraft  als homogenes 

elektrisehes Feld angesehen werden. Wird sein Abstand yore Kern 

iedoch yon der gleichen Griii]enordnnng, wie der des inueren Elektrons, 

so ist eine solehe Approximation durch ein homogenes Feld unrlehtig; 

der induzierte Dipol wird wesentlieh k l e i n e r  als der durch Wirkung 

eines homogenen Kraitleldes bereehnete. Wenn man diese Abnahme der 

Polarlsierbarkeit mit abnehmendem k naher studiert nut Grund der Glieder 
zwelter Ordnung, so kommt man zu dem Resultat, dab sehon ~iir d-, D-, 

f-, F-  usw. Terme die Werte W a l l e r s  eine sehr gute Ann~herung dar- 

stellen, dal~ aber fiir die P-Terme alas Polarisa~ionsglled in Wirklichkei~ 

nur etwa den dritten Teil des aus tier Wal le r sehen  Reehnung ~olgenden 

Wertes betragt. Die zu diesem Resultat fiihrende Rechnung will ieh bier 

nicht angeben. Als Beitrag tier Polarisationswirkung zur Rydberg-Ritz- 

korrekt ion entnehmen wit  also aus der Arbeit  yon W a l l e r  (1. e., S. 64(i) 

die Werte (die Werte liir P-Terme haben wit  dureh 3 dividiert): 

P 

He . . . . . .  ~ ,-~--0,018 
Li+ . . . . . .  H ~,~--0,014 

--0,0025 
--0,0021 

- -  0 , 0 0 0  4 3  
- -  0 , 0 0 0  3 4  

Wit addieren hierzu den yon den Gliedern H 1' (vw, vw) herriihrenden 
Beitrag erster Ordnung und vergleichen dies mit der gemessenen Ryd- 

bergkorrektlon der Mitre zwisehen 0rtho-  und Paraterm. 

Tabelle  5. 

He / ber . . . .  
/ gem. 

Li + / ber . . . .  
( gem. 

P D F 

- -  0,028 
- -  0,029 

- -  0,025 
- -  0,020 

- -  0,0026 
- -  0,0025 

- -  0,0023 
- -  0,0022 

- -  0 , 0 0 0  4 3  

- -  0 , 0 0 0  3 4  
- , ~ - -  0 , 0 0 0  2 
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Die theoretischen Werte far P-Terme sind auf Grund der Ab- 
schgtzung, dutch die sie gewonnen sind, erheblieh ungenauer, als es bei 
der guten Uberelnstimmung zwischen Theorie und Beobaehtung den An- 
schein hat. 

Dureh die vorhergehenden Reehnungen sind wir zu einer allgemeinen 
Ubersieht fiber die Lage der Terme des gesuehten Spektrums gekommen. 
Bei diesen Absch~tzungen muBten die S-Terme sowie die]enigen Terme, 
die angeregten Zustgnden beider Elektronen entspreehen, ausgesehlossen 
werden. Ffir die Ubergangswahrseheinlichkeiten folgt 'aus den 1. e. aus- 
gefahrten Rechnungen, dal] bei dem in diesem 1. Teil behandel~en Atom- 
modell, das aus Punktladungen aufgebaut ist, Interkombinationen zwisehen 
0 - u n d  AO-System nieht vorkommen; die 15bergangswahrscheinlichkeRen 
innerhalb des einzelnen Systems weichen (ausgenommen die UbergD~nge 
zum 1 S-Term !) yon denen des Wasserstoffs nicht mehr ab, als die Energie 
der betreffenden station~ren Zustande -con der entspreehenden Wasserstoff- 
energie. Die Behandlnng des aus Punktladungen aufgebauten Atoms ist 
deshaib far nns zu elnem vorlauflgen AbsehluI] gebracht, und wir gehen 
zur Behandhng des aus magnetischen Elektronen gebauten Modells nnd 
zur Diskussion der Feinstruktur tiber. 

II. Das S p e k t r u m  bei  B e r t i c k s i e h t i g u n g  der  E l e k t r o n e n m a g n e t e .  

w 1. Zur ersten Orientierung sei das folgende Problem behandelt: 
Der Schwerpunkt der beiden Elektronen sei lest, die Drehimpulse 31, 6~ 
der Elektronen (,,Quantenzahl" s~ = s~ = ~) iedoch der Richtung naeh 
n~best~mmt. Zwisehen jedem der beiden Elektronenmagnete und irgend 
einer festen ~ul]eren Kraft ~ bestehe eine Weehselwirkung, die dureh das 
Glied HI ( ~  , ~ ) i n  der Hami l tonsehen  Funktion besehrieben werde. 
Ferner sell die Wechselwirkung zwisehen beiden Magneten dureh H 2 (~1, ~ )  
gegeben sein. Wesentlleh ist, dal] sieh die beiden Elektronenmagnete in 
jeder Beziehung g le i eh  verhalten. Die LSsung dieses Problems naeh der 
frfiheren Quantentheorie wfirde offenbar so lauten: die beiden Elektronen- 
mag~ete stellen sieh p a r a l l e l  oder a n t i p a r a l l e l  - -  u n a b h a n g i g  veto 
Verh~ltnis der GrSl]enordnung yon H 1 und H~, da die Wirkung der 
aul]eren Kraft auf beide Magnete die g l e i ehe  ist - - ,  die 0rientierung des 

1 h 
Gesamtsystems im ~u~eren Felde @ gibt wegen I Sll ~--- IS21 -- 2 2 

zu einem ,,TripletS" und einem ,,Single~" AnlaB. 
Ein ganz analoges Resu]tat ergibt sich aus der quuntenmeehanisehen 

Behandhng. Die Proiektionen yon Sl, S2 auf die Richtung der ~ulleren 
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Kraft ~ soUen mit ml, m 2 bezelehnet werden. Die Griife m 1 ~- m~ = m 
kann wieder yon vornherein als D ! a g o n a l m a t r l x  angesehen werden. 
Es gibt also im ungestiirten System vier Zustiinde, die wlr mlt a, b, c, d 
numerieren wollen. 

1 

] 

1 
2 

1 
$ 

m 2 m 

1 I a 

0 b 2 

1 0 C 

1 - -1  d 2 

Die Zust~nde a und d slnd wegen der Quantisierung yon m often- 
bar sehon im ungestSrten System ~estgelegt und haben die Effergie 

Hl(aa ) --~ Hl(aa ) bzw. Hl(dd ) --~ H2(dd), wobei H~(aa) = H~(dd). 
Zwischen den Zust~nden b undc iedoch besteht die R e s o n a n z e n t a r t u n g ,  
wie sie l. e. besehrieben worden ist. u  diesem Gesichtspunkt aus sind 
a und d Zustande mit i i q u l v a l e n t e n  Teilsystemen. Sie kombinieren 
daher auch nur mit e i ne r  der beiden Liisungen des Resonanzproblems be, 
und die Teihng der vier Zustande in zwei Systeme yon eL1 trod drei Zu- 
standen ersehelnt bier als Analogon zur Einteilung in 0- und P-System 
in Tell I. Die Energle der Zustande ,,b, c" des g e s t S r t e n  Systems wird 
wieder naeh 1. e., Glelchung (12) [hierbei ist zu beaehten, das H 1 (be) = 0] 

,b" :Hl(b,b ) + H~(bb) + H2(bc ) bzw. ,,c" :H~(bb) -~ H~(b b)NH2(bc ). (23.) 

Wesentlleh dafiir, dal~ die Resonanzeinteilang mit der Einteilung in 
,Multipletts" (Singlett-Triplett) iibereinstimmt, ist der Umstand, daft 

1 is~. fiir die Elektronen s --- 
Denken wir uns nun wieder naeh 1. c., Gleichung (16) die Sehr(}- 

dingersehen Eigen~unktionen dieses Problems aufgeschrieben, so werden 
die zu den ,Triplett"-Zustanden a, b, d gehilrigen Eigeafunktionen in den 
Koordinaten der beiden Elektronenmagnete s y m m e t r i s e h  sein, die zum 
, Singlett" c gehiirige Eigenfunktion wird bei Vertauschuag der Elektronen 
das u weehseln, sagen wit , , a n t i s y m m e t r i s e h "  sein. 

Aa diesen Betrachtungen ~ndert sich prinzipiell nichts, wenn man 
zum eigentliehen Problem, dem Heliumatom mit magnetisehen Elektronen, 
tibergeht. Solange die durch H 1 und H 2 charakterlsierten Wechsel- 
wirkungsenergien erheblieh kleiner sind als die Energien und Energie- 
difterenzen des im 1. Teile behandelten ~odells, so kann die eben durch- 
gefiih~e Rechnung direk~ als L(isuag der Gleiehung der sakularen 
Bewegungen Itir das gest(irte System angesehen werden, wobei als un- 
gestiirtes System eben i ede r  beliebige Zustand des Modells im 1. Teile 
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in Betraeht kommt. Nur die Orientierung der (parallelen oder anti- 
parallelen) Vektoren ~1 und 6~ erfolgt nieht nach einer ~ul3eren Kraft ~, 
sondern dutch Impulszusammensetzung mlt dem Impulsmoment des Mode]Is 
vom 1. Teile nach der gewStmlichen S~rukturregel. 

Der Grund, weshalb sieh die Vektoren $~ und ~2 parallel bzw. anti- 
parallel stellen, wie es die gewShnllche Strukturregel fordert, ist also 
n i c h t  etwa eine groBe Wechselwlrkung zwischen ~1 und ~ ,  sondern es 
ist der Umstand, dab auf belde Magnete durchaus die g le iche  Kraft 
wirkt; denn die beiden Elektronen des im ersten Tell behandelten Modells 
fiihren ia im Laufe der Zeit genau die g l e i c h e n  Bewegungen (in ver- 
sehiedener Phase) aus. 

Auch die Einteilung des ganzen Termsystems in die beiden Teil- 
systeme, die nieht kombinieren, erglbt sieh jetzt ohne Schwierlgkeit. Die 
SchrSdingersehe Eigenfunktion eines Zustandes des ganzen Atoms ist 
gleieh dem Produkt der Eigenfunktionen des Modells yore Tell I und der 
des eben besproehenen ,,Singlett-Triplettmodells". Da die Eigen- 
funktionen des 0-Systems antisymmetrisch, die des 2D-Systems symmetrisch 
waren, werden die Eigenfunktionen des ganzen  Atoms  

symmetrisch fiir die Tripletts des P-Systems und die Singletts des 
0-Systems, 

antisymmetrisch fiir die Singletts des P-Systems und die THpletts 
des 0-Systems. 

Dadurch ist die Einteilung in die nichtkombinlerenden Termsysteme 
gegeben; wahlt man insbesondere dasjenige Teilsystem aus, das keine 
~tquivalenten Bahnen enthalt, so werden die Paraterme Singletts, die 
Orthoterme Tripletts. Diese Einteilung in nichtkombinierende Teilsysteme 
bleibt (vgl. 1. c.) auch dann noch bestehen, wenn die Voraussetzung der 
oben angedeuteten Rechnungen nlcht mehr erfifllt ist, d. h. wenn z. B. 
der 0--P-Abstand nieht mehr grol~ gegeniiber den Werten H 1 und H 2 
ist. In diesem Falle h{}rt aber die einfache Einteihng des Spektrums in 
Singletts und Tripletts auf. 

Dieses Verhalten hat eine grol]e ~hnlichkeit mi t  dem Verhalten 
eines Atoms ohne Resonanz und mi t  einer Wechselwirkung yon der 
GrSBenordnung des Singlett-Triplettabstandes zwisehen den E]ektronen- 
magneten und es ist durehaus verstandlich, dai] die meisten charak- 
teristischen Struktureigenschaften auf dieses ]etztere Modell zuriiekgefiihrt 
werden k(mnten. 

Umgekehrt gibt auch das bier diskutierte Zweielektronenmodell alle 
feineren Ziige in der Struktur z.B. der Erdalkalispektren wieder. Fiir 
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die Tripletts wird das bekannte ,,Kosinusgesetz" immer dann gelten, wenn 
die magnetische Wechselwirkung zwischen Kern und Elektronen griil]er 
ist als die Wirkung der beiden Elektronenmagnete aufeinander. In einem 
aul]eren Yagnetfeld werden die Tripletts sich verhalten wie in den sonst 
zur Ableitnng der Zeemaneffekte diskutierten Modellen. 

w 2. Man kann sieh die Frage stellen, weshalb gerade He und Li+ 
aus der Reihe der Erdalkalien insofern herausfallen, als flit sie die Fein- 
s~ruktur nich~ dem gew~ihnlichen Triplettschema entspricht. Der Gr~nd 
dafiir mull in der relativ grol]en Weehselwirkung der Elektronenmagnete 
aufeinander zu suchen seinX). Um die Felnstruktur yon He und Li+ 
naher zu unfersuehen, schreiben wir denienigen Teil der t t ami l t onsehen  
Funktion des ganzen Modells, der der Wirkung der Magnete entspricht, 
in derselben Naherung, wie es beim Wasserstoff iiblieh ist, an (r~ ~ 

bzw. rao~ seien Radius und Gesehwindigkeit der Elek~ronen): 

e~Z [r,v~] e2 [1:1-- ]:2' ~1-- ~2] 

§ mc ~ r~ ~2 �9 ~l me2 ~'1~ 

e ~ z i r ~ ] ~  § e~ [ r ~ - -  r~, "1] 
2 m c  '~ , 1  2 m e  ~ r ~  ~ 

e ~'Z [r~ V~] e ~ [ ~ - -  ~, t~] 
2 m c  ~ r~ ~ ~ § 2 m c  ~ r ~  ~ 

(24) 

e ~ - -  3 (% r~ - -  ~1) (~, r~ - -  rl)  § (~ ~) r ~  

§ m~c ~ r ~  

Die erste und zweite Zeile entsprich~, der magnetlschen Weehsel- 
wirkung in demienigen Bezugssystem, in dem das betreftende Elektron 
ruht. Zeile 3 und 4 gibt die nach T h o m a s  ~) yon der Lorentztransformation 
herriihrenden Glieder [die hier direkt verwendet werden kSnnen, da uns 
nur der zeitliche MAttelwert yon (24) interessiert]. Zeile 5 gibt die 
Wechselwirkung zwischen beiden Magneten an. Es mull ietzt der Mittel- 
wert yon (24) fiber die ungestSrte Bewegung gebildet werden. 

g ----~... ~ d tz, d ~ -~ [~1 (~) ~ (w) - ~,(,~) ~ (~)]~ ~ H. 
Dieser ]~iittelwert zeff~llt wieder in zwei und zwei Glieder yore Typus (9 a) 
und (9 b). Die letzteren zwei Glieder entspreehen der Resonanzwirkung 
und dfirf~en nur einen Bruehteil der ersten Glieder ausmachen. Zur 

1) Den ginweis hierauf, sowie viele wertvolle Anregungen in gemeinsamen 
Diskussionen verdanke ich tterrn N. Bohr. 

2) L. H. Thomas, Nature 117, 514, 1926. 
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groben Abschatzung begniigen wir uns mi~ der Berechnung der ersten 

Glieder, die der zweiten scheint auch rechnerisch rech~ kompliziert.  Bei 

den ersten Gliedern ist ztmachst der Mittelwert fiir das Elektron 1 in 

einer 1 S-Bahn vorzunehmen, ~fir das andere in einer n, k-Bahn, dann 
shad die beiden Elektronen zu vertauschen und man mull zwischen 
belden Werten das arithmetische Mittel nehmen. Es mag in dieser 

Naherung erlaubt sein, den k ] e i n e r e n  Radius, z. B. r 1 gegen r~ bzw. 
umgekehrt  zu streichen. Mittel~ man ferner in der ~n~ten Zeile yon (24) 

zun~chst nach der klassischen The0rie iiber die ,,k-Prazession" des 

aul3eren Elektrons, so kann man - - 3  (61 rl)(6~ rl) -}- (616~)r~ ersetzen durch 

(~1~1) (6~1) - - ~  (616~) 
r~ (bzw. mit  ~2), wo ~ bzw. ~ den Einheitsvektor ha 

der Richtung fl bzw. ~ bezeichnet. Wir  nehmen an, dal~ die quanten- 
mechanische ~Httehmg zum gleichen Resultat  fiihrt. Dann entsteht aus (24) 

wegen kl ~ ~ 0 : 

Das letzte Glied der Kl~mmer gibt  zur Feinstruktur  hanerh~b des 
Tr lp le~s  keinen Bei~rag, da es nur yon der relativen Lage yon ~1 und ~ 
abhangt. 

Um das zwei~e Glied der Klammer  auszurechnen, bemerken wir, 
dall klassisch : 

161 [ cos ( ~ )  = [ ~, I" { cos (f ~) cos (~16) - -  sin (~ ~) sin (616) cos r (26) 

wo 6 ~ ~1 + ~ and ~ der zu diesem ~ kanoniseh kon~ugierte Whakel 1) 
ist. Analog 

16~1 cos (6~) = I~,1 {cos (~)  cos (~6)  + sin (~6) sin ( ~ )  cos ~,}. (27) 

Also 

1611 cos (~3) 16~ I ~os (~) = l~11 16~1 ( cos~ (~) ~os (616) ~os (~ ~} 
- -  ~ sm ~ (~ 6) sin (~1 ~) sin (6~ 6) }. (28) 

Diese Rechnung l~l~t s]ch auf Grund der K r o n i g s c h e n  ~) Formeln 
in die Quantenmechanik iibertragen. 

Es is~ zu dlesem Zwecke am einiachsten, unter Beachtung der l~or- 

mierung unsere Vektoren 6~, ~ mit  K r o n i g s  Vektoren K 1 und Ko, rinser 

1) ~1 .  z. B. W. H e i s e n b e r g ,  ZS. f. Phys. 26, 291, 1924. 
~) R. de L. Kron ig ,  ZS. f. Phys. 113, 261, 1925. Der Beweis dieser Formeln 

auf Grund der Quantenmechanik wurde gegeben yon P. Dirac ,  Proe. Roy. Soc. 
London 111, 281, 1926. 
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mit  K r o n i g s  Z, unser ~ mit  K r o n i g s  J(!), unser j mlt  K r o n i g s  R zu 
identifizieren. Dann gibt eine naheliegende Erweiterung der K r on igschen  
Tabe]le 2 (1. c., S. 265) die gesuchten ]l~ittelwerte. Das Resultat  ist fiir 
sj : s~ =-~, s = 1: 

I~ltC~176 ]~\2z] [ ][j(j  -k 1 ) -  k(k -~ 1 ) -  s ( s  + 1)] 2 
16 ~(k + 1) 

[--(k+~)~+(J ~ ~ ~ ~ " ~I +s+~)  ][(k +~) - O - s + ~ )  ] 
- -  16 k (k -~ 1) , ' ( 2 9 )  

Daraus wieder fiir s 1 ~ -  s 2 = �89 s = 1: 

h ~ e ~ 
d H = ( 2 ~ Z ~ )  ~ (~)n,/~ { ~ - [ J  (J "j- 1 ) - - k ( k  n t- 1 ) - - 2 ]  

~- 3 [J(J+l)-k(k+l)-2]~-[(J+{)~-(k+~)~][(k+ ~ ~ " ~ ~ 
16 ~(k + 1) 

Da die Feinstruktur  nur fiir den Term 2/0 hiareichend bekannt ist, 
setzen wir  eia k : 1, j : 2, 1, 0, und erhalten 

L/H~p : ( 2 h 2  ~ e 2 { 1 ]  1 1) 

3 l 

Als Spezialfall ergibt sich fiir 

Z =  2;  J H 2 p  = ~ 2m2c~ ~ 2p 8 '  8 '  ' 

Z = 3; ztH~p 
{ h ? {• {l 

2 m ~ c ~ [ rV21, \ 8 '  
_ !  

Aus (31) sehliel]t man zun~chst: Fiir groi]e Werte  yon Z gilt  das 
,Kosinusgesetz",  wie es erwartet  werden mull. Fiir kleine Werte  von Z 
jedoch iiberwlegen die anderen Glieder. Wenn wir auf die bekannten 
Intensit~tsverh~fltnisse 5 : 3 : 1 beim 2~o-Triplett achten, erhalten wir  die 
folgenden Aufspaltungsbilder, etwa fiir 2.to - -  2 s 1): 

He (2 io - -  2 s) Li + (2 p - -  2 s) Z--~ c~ (2p - -  2s) 

1) Auf die l~Sgliehkeit, das Heliumdublett als verzerrtes Triplett zu deuten, 
hat sehon T. C. S la te r ,  Proe. Nat. Acad. Amer. 11, 732, 19'25, hingewiesen. 
u insbesondere aueh die Intensit~tsmessungen yon L. S. O r n s t e i n  und 
13_. C. Burger ,  ZS. f. Phys. 26, 57, 1924 und D. Burger ,  ebenda 88, 43"/, 1926. 
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Wenn man zunaehst yon den absoluten Werten absieht, gibt die 
Figur links wohl die empirisehe Feinstruktur beim He vollst~ndig wieder. 
Die beiden starken Linien links schmelzen bei der ~[essung zu einer zu- 
sammen und geben mit der Komponente rechts das 0rthoheliumdublett 
mit der bekannten Intensit~tsanomalie. Auch die zweite Figur steht mit 
der empirischen Feinstruktur der Li+-Linle 5485 nach Schi l le r  (1. e.) in 
be~riedigender Ubereinstimmung, wenn man zum Vergleich dasallgemeine 
Verhalten des empirisehen Aufspaltungsbildes heranzleht. Von Sch i l l e r  
werden iedoeh noch eine Reihe weiterer KomPonenten dieser Linle an- 
gegeben. Es mag dies damit in Verbindung gebraeht werden, dal] 
Mac L e n n a a  und A ins l i e  1) aueh bei der roten Lithium]inie des Bogen- 
spektrums eine kompliziertere Feinstruktur als bei gewShnlichen Dublett- 
linien beobachtet haben. Ob diese besonderen Feinstrukturen, wie 
M a e L e n n a n  annimmt, als Iso~openeffekte gedeute~ werden kiinnen, 
schelnt wohl zwei[elhaft. Man wird eher, wie Sohi i ler ,  an eine wirkliche 
Kernstruktur denken. In tier Tat wilrde ein magnetisehes Moment des 
Kernes yon derselben GrS]enordnung, wie das Moment des Elektrons 
einen Etfekt der entspreohenden @riil~enordnung ergeben. Jedentalls aber 
wird man annehmen dilrfen, da] das unserer Theorie .zugrunde gelegte 
Modell keine solehe besondere Feinstruktur zeigen wilrde. 

Die Berechnung der absohten Griil]e der oben angegebenen Fein- 

struktur h~ngt yon der Bestimmung des Wer~es ( - ~  ab. Obwohl der 
\ r v  2p 

21e-Term selbs~ wenig yon dem entspreehenden Wasserstoffterm abweicht, 
kann sich diese Abweichung bei einem ~it telwert  yon 1/r in der drltten 

Potenz schon sehr stark bemerkbar maohen, denn fiir k ~ 0 wird 1 

1 
Der filr wasserstoff~hnliehe Atome gilltige Weft  yon ~ ist: also sicher 

eine sehr seMeehte Ann~herung. Andererseits ist eine genaue Berechnung 
1 

yon ~ reeht kompliziert. Zur vorli~ufigen Absoh~tzung setzen wir daher 

doeh die dem wasserstof~hnlichen Atom entspreohenden Werte ein - -  
wir erwarten dann, dab die so gewonnenen theoretischen Werte erheblich 
zu klein werden - -  und vergteichen den Abstand der iiul~ersten Kom- 
laonenten mit dem gemessenen Werte: 

1) T. C. ~ a c L e n n a n  und D. S. A i n s l i e ,  Prec. Roy. Soc. London 101, 
342, 1922. 
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Fiir wasserstoffahnliche Spektra ist 

-r ~ /~h.~2 _~ (c~ = S o m m e r f e l d s  Feinstrukturkonstante). (32) 
2p 

Der Abstand zwischen den aul~ersten Komponenten des Fein- 
strukturbildes wird also fiir 

He: /~h.cr ~ ( Z - 1 ) 3  21 24 �9 ~ -  ~ 0,62 cm -1  ; beob. 1,07 cm -1, 

Li+:.Rh.~z~! Z-l)8 15 
2 ~  " -8- ~--- 3'65 cm-1; beob. 4,4cm -1. 

Ein Teil der Diskrepanz mag auch auf die Vernachlassigung des 
Resonanzglledes bei der Mitte]ung yon (24) zuriickzuiiihren sein. 

Durch die bier durchgefiihrten Rechnungen sollte gezeigt werden, 
daft die Quantenmechanik auch fiir Atome mit zwel Elektronen elne 
qualitative Beschreibung des Spektrums his in die feineren Einzelheiten 
ermSglicht, und da~ sie das Verhalten der Terme als Fauktion der Quanten- 
zahlen naherungsweise zu best~mmen gestattet. Diese Betrachtungen be- 
diirfen nach zwei Richtungen bin noch sehr dringend einer Erganzung. 
Fiir die Auswahl des einen Termsystems, das keine Zustitnde mit aqui- 
valenten Bahnen der Elektronen enth~lt, fehlt bis ietzt eine klare Be- 
griindung. Man kann hoffen, da~ man helm Versuch zur Beseitigung 
dieses Mangels auf tieferliegende Zusammenhange stolen wird. Die andere 
Liicke der bier durchgefiihrten Uberlegungen besteht in dem Mangel:an 
Genauigkeih Man wird verlangen miissen, dai] die theoretischen Term- 
werte so genau berechnet werden, dal~ die Ubereinstimmung dieser Term- 
werte mit den experimentellen bis in die letzten Dezlmalen gepriift werden 
kann. Die Methoden der quantenmechanischen St~irungstheorie miissen 
also nach and nach verfeinert werden, his man zu Veffahren kommt, die, 
wle die Verfahren der Astronomie, ohne allzu gro~e Rechenarbeit eine 
wirklich quantitative Bestimmung tier gesuchten Konstauten ermSglichen. 

K o p e n h a g e n ,  Institut for teoretisk Fysik, Juli 1926. 


