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Mehrk6rperproblem und Resonanz 
in der Quantenmechanik.  
Von W. Heisenber~ in Kopenhagen. 

(Eingegangen am 11. Juni 1926.) 

Die Arbeit versucht, eine Grundlage ftir die quantenmechanische Behandlung des 
MebrkSrperproblems zu geben. Zu diesem Zwecke wird ein ftir die Quanten- 
mechanik des ]~[ehrkSrperproblems charakteristisches Resonanzph~nomen ausfiihrlich 
untersucht und ein Zusammenhang der auf Grund dieser Untersuchung gewonnenen 
Resultate mit der Einstein-Boseschen Abz~ihlung und dem Paulischen Yerbot 

~iquivalenter Bahnen hergestellt. 

Die Quantenmechanik ist bisher nut auf Systeme, die aus e i n e m  

beweglichen Massenpunkt bestehen, angewandt worden. An dieser Be- 
schr~inkung waren in erster Linie die mathematisehen Sehwierigkeiten 

sehuld, die einer Bereehnung der einzelnen Amplitudenelemente bisher 
im Wege standen. In der ]etzten Zeit ist in dieser Frage ein aul]er- 
ordentHeher For~schritt erziel~ worden dutch die bedeatungsvollen Unter- 

suchungen, in denen S c h r S d i n g e r l ) ,  ausgehend yon der de B r o g l i e -  
schen ~) Wellentheorie der Materie, einen neuen mathematisch wesentlich 
bequemeren Zugang znm Gebiet der Quantenmeehanik entdeekt hat. 

Ebenso, wie seinerzeit e]ne gro~e ~ormale Xhnlichkeit der klassisehen 

Mechanik mit einer geometrischen Optik in mehrdlmenslonalen Raumen 

yon H a m i l t o n  aufgedeckt und zur Grundlage ~iir die wirksamste mathe- 

matische Behandiungsweise klassischer Probleme ausgebant wurde, so 
besteht naeh S c h r S d i n g e r  eine grol]e fo1~na]e Xhnliehkeit tier Qnanten- 
mechanik mit einer Wellenoptik in mebrdimensionalen Ranmen, die auch 

bier zur wirksamsten mathemaGsehen Behandlungsweise quantenmecha- 
nischer Probleme fiihr~. Bei einem System yon f Freiheitsgraden ersetzt 
S e h r S d i n g e r  das quantenmechanische Problem dureh eine Eigenwert- 
aufgabe in einem Ranm yon f Dimensionen; die Energien der statio- 
ngren Zust~nde sind die Eigenwerte des Problems; die Matrizenelemente 

erscheinen als I4oe[~izienten einer Entwickhng nach Eigenfunktionen; 
wenn die Eigenfunktionen gefunden sind, kSnnen die Amplitndenelemente 
dutch reine Qnadraturen ermittelt werden. In der physikalischen Inter- 
pretation des mathematischen Formallsmns besteht iedoch ein Un~erschied 

1) E. SchrSdinger,  Ann. d. Phys. 79, 361, 489, 734, 1926. 
~) L. de BrogUe, Ann. de phys. (10) 8, 22, 1925. 
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zwischen S c h r S d i n g e r s  uad unserer Auffassung. Wegen der mathe- 
matischen Xquivalenz des SchrSd inger schen  Verfahrens mit tier 
Quantenmeehanik k~nnte allerdings die Frage nach dem den Gleichungen 
zugrunde liegenden physikalischen Geschehen einstweilen als eine unsere 
Anschauung betreffende Zweckmal31gkeitsfrage betrachtet werden; abet 
nut solange wir nicht versuchen, auf Grund der einmal gewahlten an- 
schaulichen Bilder die Grundlage dleser Quantentheorie zu erweitern. 
Um ein spezielles Beispiel zu nennen: Far  die hier zu behandelnden Mehr- 
k~rperprobleme m(ichten wit einen direkten Anschlu~ an die der Quaaten- 
mechanik zugrunde liegenden Gesichtspunkte verlaagen, wahrend S ch r 5- 
d i n g e r s Dars~eltungsweise 1) wesentliche Anderungea der bisherigen 
Gleichungen als m6glich erscheinen lal~t. Abet selbst, wenn man sich nut 
auf die Diskussioa der Anschauungsfrage beschrankt, so glaube ich, da$ 
es Falle gibt, in denen die Welleavorstellung gezwungener is~, als die 
Veranschaulichung durch die Bewegung yon Korpuskeln in Raumen, in 
denea eiae nich~lilassische Kinematik gil~. Man denke etwa an die 
Vorstellung des rotierenden Elektrons. Soviel ich sehen kaan, stellt 
auch das Schr~d inger sche  Yerfahren nicht eine konsequente Wellen- 
theorie der  Materie im Sinne de B r o g l i e s  dar. Der  Ubergang zum 
Raum yon f Dimenslonen und die Berechnung der Welleageschwindigkeit 

aus der gegeaseitigen potentiellea Energie yon Partikeln bedeute~ eine 
Aaleihe bei den Begriffen der Korpuskular~heorie. Selbs~ wean sich 
eine konsequente Wellentheorie der Materie im gew(ihnHchen drei- 
dimensionalen Raum entwickeln lieSe, dem 2rogra.mm de B r o g l i e s  
und E i n s t e i n s  entsprechend, so ware dadurch kaum eine erschSpfende 
Beschreibuag der atomistischen Vorgange in unseren gew(ihnlichen 
Raum-Zeitbegriffen gewonnen. Eben in Anbetracht der immer mehr 
zutage kommenden eagen Analogie yon Licht und Materie mSchte man 
glauben, da$ eine solche Wellentheorie der Materie ebensowenig eine 

vollstandige Beschreibung unserer atomistischen Erfahrungea erm(iglichte 
Wie die Wellentheorie des Lichtes eine Deutung der optischen Erfah- 
rungen. In Anbetracht dleser Analogie scheint es mir eine der wichtigsten 
Seiten der Quantenmechanik, dal3 sie auf der Korpuskularvorstellung tier 
Materie basiert ist; freilich handelt es sich dabei nicht um eine Be- 
schreibung der Bewegungen yon Korpuskeln in nnseren gewShnlichen 
Raum-Zeitbegriffen. Dies konn~e man auch kaum erwarten; denn selbst 
wenn sich die Korpuskeln als Singularit~ten der metrischen Struktur des 

1) Vgl. E. SchrSdinger~ 1. c., Ful]note auf S. 750. 
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Raumes herausstellen sollten, wie es der Wnnsch der Kontinuumstheorien 

ist, so wire dies wohl keine Beschreibung in unseren gewiihnlichen 

Raum-Zeitbegriffen - -  es sei denn, man rechnet einen Raum, dessen Ma$- 
bestimmung yon der Euklidischen wesentlieh abweieht, zn den ,gewShn- 

lichen" Raumen. 
Doch sollen bier nicht linger die physikalisehen Schwierigkeiten 

disku~iel~ werden, die belm ie~zigen Stande der Theorie doch nieht geliist 
werden kSnnen. Wir sind damit zufrieden, fes~zustellen, da$ das 
Schr i id ingersehe  Verfahren und die Quantenmechanik sich gegensei~ig 
erginzen, sowohl in der mathematlsehen Durchffihrung wie in der 
SchSpfung anschaulicher Bilder und Analogien, die es uns ermiiglichen, 

tiefer als blsher in das physlkalische Wesen der u  in sehr 

kleinen Riumen einzudringen. 
Das Ziel nnserer Untersnchung ist die quantenmechanische Behand- 

lung der Systeme, die aus mehreren Massenpunkten bestehen. Eine 

so]che Behandlnng seheint zunichst auf erhebliche Schwierigkeiten zu 
stoSen: Die Zfige der de Brog l i e sehen  ~ellentheorie, die zur E i n s t e i n -  

B o s e sehen 1) Statistik ffihren, scheinen kein Analogon in der Quanten- 
mechanik zu besitzen; Zusatzregeln, wie etwa das Paul i sche  Verbot 
iquivalenter Bahnen 2), haben in dieser Form im mathematischen Schema 
der Quantenmechanik keinen Platz. Man kSnnte also an ein u 
der Quantenmechanik beim Problem der iquivalenten Bahnen denken. 

Schliel~lich mag noeh an eine bekannte Schwierigkeit bei der qnantita- 

riven Deutung der Spektra erlnnert werden: Der Abstand zwlsehen 
Singlett- nnd Triplettsystem in den Spektra der Erdalkalien nnd im 

Itelinmspekt{um is~ um GrSSenordnungen zu welt, als dal3 er elnfach als 
Unterschied in der magnetischen Wechselwirkungsenergie zweier rotieren- 

den Elektronen aufgefal3t werden k(innte. 

Das Ziel der folgenden Untersuchungen ist eine genauere Analyse 
der Aussagen, die man bei konsequenter Anwendung der Qnanien- 

mechanik fiber alas ~r machen kann. Um das 
Resultat vorweg zu nehmen: Die oben erwihnten Schwierigkeiten ](isen 
sich bei dieser Analyse ganz yon selbst, nnd es l i$t  sieh ein Zusammen- 
hang zwischen der B os e -E i ns t e i n s chen  Abzihlung und der Quanten- 
meehanik herstellen. 

1) N. S. Bose, ZS. f. Phys. 26, 178, 1924. Die fiir uns in Betraeht 
kommende Anwendung dieser Statistik auf die )~aterieteilchen ist gegeben yon 
A. E ins te in ,  Sitzungsber. d. preufi. Akad. d. Wiss. 1924~ S. 261; 1925~ S. 3, 8. 

2) W. Paul i ,  ZS. f. Phys. 81, 765, 1925. 
27* 
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w 1. ])as denkbar einfachs~e MehrkSrperproblem is t  ein System 
zweier gekoppelter Oszillatoren. Bekann~lich l~ft sich ein so!ches 
~ys~em, solange die Wee~hselwirkungsenergie eine quadra~ische Funktion 
tier Koordinaten ist, stets zerlegen in zwei ungekoppelte Oszillatoren. Man 
kann nicht zwe~eln, daf dieses letztere Problem naeh der Quantenmecha- 
nik ohne neue Annahmen behandelt werden kann; also auch das ers~ere. 
Zugleich besltzt dieses Beispiel alle charakteristischen Eigenscha~en der 
quantenthsoretischsn MehrkSrperprobleme, und es  lassen sich dutch 'die 
genauere Analyse dieses dnfachen Mo\dells schon alle Resultate ableiten, 
die spiiter zur Erkl~rung der Spektren ben~i~ig~ werdon. Das Oszillator- 
beispiel hat noch den weiteren u daft kaum Unterschiede zwisehen 
der Behandlung nach der klassischen Theorie, der bisherigen Quanten- 
theorie und der Quantenmechanik bestehen; zu iedem quantentheore- 
tlschen Resultat gibt es hier ein einfaches klassisch-mechanisches Analogon. 
Auf dieses klassisch-mechanische Analogon werden wlr sparer bei der 
Behandlung allgemeinerer quantenmechanischer Systelne mehr oder 
weniger verzichten miissen. 

Es ist ein charakteristischer Zug der Atomsystelffe, daf die Tell- 
system% aus denen sie zusammengesetzt werden kiinnen, ngmlich die 
Elektronen, glelch und gleichen Kra~ten unterworfen sin& Ura diesen 
Zug in unserem Beispiel wlederzufinden, setzen wir als Hami l tonsche  
Funktion an: 

I o m 1 ~ m 

die Frequenzen und Massen der beiden zu koppe]nden 0szillatoren 
werdeu also als gleich angenommen. In (1) bedeu~en ql q~ die Koordi- 
naten, 2x, 2: die impulse, mund o Masse bzw. Frequenz der Oszillatoren~ 
)~ die Kons~ante der Weehselwirkung. Dutch die bekannte Trans- 
formation : 

1 1 
ql = ~ % + q~); q~ ---~ ~-~ (q~ - -  q~) (2) 

geht (1) tiber in 
1 ,2 ~n 1 ,~ m ,~ 

H = ~ p ~  + ~ -  ~;~qi ~ + ~m "p~ + 2  o,.~ & ,  (3) 

wobel 
a'~ ~ = co ~ + Z ,  co'~ ~ = ~ - -  Z. ( 4 )  

H zer[~ll~ jetzt additiv in zwe i 0szillatorenenerglen, die den beiden 
,,Kauptsehwingungen" entsprechen. Ist nur die erste q'~ angeregt, so 
sehwlngen die beiden Partikel in gleicher Phase naeh der gleichen Seite, 
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ist nur q'~ angeregt, so schwingen sic gleichzei~ig nach entgegengesetzten 
Seiten oder, in anderen Wor~en~ mit elner Phasendi~[erenz z (Fig. 1). 

Die Energien der stationaren Zustsnde des ganzen Systems werden 
dargestellt durch die Gleichung 

H,~,~,,~,~ - -  2 ~ "~ + + ~ ~ + Y ' (5) 

wo n'l und n~ ganze Zahlen sind. Bezeichnet man einen Term durch das 
Symbol n' 1 n~, so kommt man zum Termsehema yon Fig. 2. Auf die Unter- 
seheidung yon q- und �9 in Fig. 2 soll einstweflen nieht geaehtet werden. 

Wit wollen jetzt die mSg]ichen Ubergangsprozesse untersuchen. Um 
eine mSglichst enge Analogle zu den Atomsyste.men herzustellen, nehmen 
wir an, dal] die beiden Oszillatoren aus geladenen 
Teilchen bestehen, dle'auf der gleichen Linie um ~' ~ '  

den g!eichen, entgegengesetzt zu den Teilchen ge" I I 1 
ladenen Punkt sehwingen kSnnen. Das elektrische 
Dipolmoraent ist dann fin wesentlichen gegeben ? 
dutch q~ d-q~. Daraus folgt, was ans Fig. 1 an- | 
mittelbar einleuchtet, da~ nur die erste ttaupt- Fig. 1. 
sehwingung ein elektrisehes Moment hat. Es 
kommen in dieser N~herung also nur Uberg~tnge 3o + 

, 2~ �9 
yon n~ um 1, also in  Fig. 2 nut Uberg~nge ver- ~2 + 

0 3  
tikaler Richtung vor. Dnrch das Dipolmoment ist 
aber die Strahhng nur in erster N~herung gegeben. �9 

2 0  + 
Q Auch die Quadrapole und die h~heren Pole geben 1r o2 

zu Strahhng geringerer Gri~l~enordnung Anlat]. 
Diese hSheren Glieder in der Ausstrahlung sind . 
dureh homogene symraetrische Funktionen zweiten, 7o + 0r 
dritten usw. Grades in ql und q~ und deren zeit- 
lichen Differentialquotienten gegeben. Ersetzt man �9 Fi~. z 

! r 

ql und q~ nach (2) durch q~ und qs, so entstehen oo 
homogene Funktionen zwelten, drltten usw. Grades 
in q'l nnd q~, die wegen der Symmetrle in ql und q2 die Koordinate q'~ 
saint deren zeitlichen Differentialquotienten nur in einer geraden Anzahl 
yon Faktoren enthalten kiinnen. Dies bedeutet, dal~ sieh anch bei Ein- 
reehnung aller hOhcren N~thernngen in der Strahlung n.~ stets nur um 
eine gerade Zahl ~tndern kann. Das Termsehema der Fig. '2 kann also 
in zwei Teilsysteme (d- nnd .) zerlegt wcrden, derart, dab nur Xombi- 
nationen innerhalb der Systeme d~ bzw.., nie aber Interkombinationen 
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mSglich siad. Nicht einmal durch Sto~prozesse ist ein 13bergang vom 
einen zum aaderen System mSglieh, da ia die Wahrsehoinliehkeit eines 
Uberganges dureh Stol] als Kombination yon Anregungen aller (Dipol-, 
Quadrupol- usw.) ~omento betrachtet werden kann. Das Niehtvor- 
handensein der Interkombinationen ist abor fest gekniipft an die ursprfing- 
liche Gleiehheit der zu koppelnden Oszillatoren. Sobald boziiglieh der 
Masse oder der Frequenz ein kleinor Unterschied zwisehen boiden Oszil: 
latoren vorhandea war, treten Intorkombinationen ebon yon der relatlven 
St~rke ienes (relativen) Unterschiedos auf. Nehmon wit aber einmal 
die ursprtingliehe Gleichheit der 0szillatoren an. Dann tritt wegen 
jenes ~angels an Interkombinationen in der quantenmechanisehen Be- 
handlung des Problems elne charakteristisehe Unbestimmtheit auf. Sind 
in der Natur belde Termsystemo d- u n d . ,  oder nur das eine System.,  
oder d- realisiert? Von einer quantenmeehanisehen LSsnng eines 
Problems wird ia nur verlangt, dal] das ihr entspreeheade Termsehema 
,,gesehlossen" sei, d.h. dab kS alle und nnr die Terme enthalte, die mit 
irgendwelehen yon ihnen kombinieren kSnnen, und dal] alle Ubergangs- 
wahrseheinliehkelten zu nieht vorhandenen Termen versehwinden. Es 
ist also sowohl das System de r . ,  wle das dor d- ffir sigh eine quanten- 
meehaniseho LSsung des Problems (1), ebenso die Kombination beider 
Systeme. Diese Unbes~immthelt der quantenmeehanisehen L~sung seheint 
mir das wesentlichs~e Ergebnis dieser Untersuehung. Sie gibt ebensovie[ 
Freiheit, da~ die Forderungen der Bose -E ins t e in sehen  Abzghlung und 
das Pau] isehe Verbot fiquiva]enter Bahnen ungezwungen dem System der 

Quantenmeehanik eingefiigt werden kfnnen. Vor der genaueren Untersuchnng 
dieses Saehverhalts m~ehte ieh zeigen, dal] gekoppelte Systeme sieh in der 
Quantenmeehanik stets ahnlleh wie das eben erlauterte Boispiel verhalten. 

w 2. In der klassisehen Theorie kSnnen zwel periodiseh sehwingende 
Systeme nur dann in eigentliehe Resonanz treten, wenn die Frequenz des 
einzelnen Systems yon dot Energie des Systems unabhgngig und fgr 
beide Systeme ungefahr gleleh ist. Man kann yon Resonanz in diesem 
Sinae also nur bei harmonisehen 0szillatoren spreehen. In tier Quanten- 
meehanik treten - -  im Einklang mit den allgemeinsten Erfahrungen - -  
zwei Atomsysteme im.mer dann in Resonanz, wenn die Absorptions- 
frequenz des einen Systems mit der Emissionsfrequenz des anderen oder 
umgekehrt tibereinstimmt; wegen des den quantenmeehanisehen Glei- 
ehungen innewohnenden Charakters yon Linearitgt ist also die Resonanz 
in der Quantenmeehanik ein viel al]gemeinores Phanomen als in der 
klassischen Theorie. 
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Zur ngheren Untersuchung nehmen wir zwel vSllig gleiche Systeme 
! 

a und b yon i e f  Frelheltsgraden an, die dureh elne in beiden Systemen 
symmetrlsehe Weehselwirkungsenergie s  1 gekoppelt werden. Die 
einzelnen Systeme a und b sol]en nicht egtartet sein. Die Energien 
ihrer staGoni~ren Zustande sind dureh H~ bzw. H~ gegeben. 

:Fal3~ man zungehst ohne Beriieksiehtigung der Wechselwirknng die 
belden Systeme zu elnem einzigen zusammen, so ist die Gesamtenergie 
des stationgren Zustandes ,,n, m" gegeben dureh 

H ~  = H~ + R~.  ((~) 

Das Gesamtsystem besitzt nun die tfir die Resonanz ch~rakterlstisehe 
Enturtung : wegen 

~ - -  ~ (7) 

ist ieder Eigenwert doppeit, mit Ausnuhme der Eigenwerte, ~iir die 
n ~ m. In anderen Worten: Es trltt  immer dann Resonanz ein, wenn 
die beiden Systeme urspriinglich nieht im gleiehen 

Zustand waren; dann ergibt die Vertauschung der ~ ~ 
beiden Systeme die gleiehe Energie; nur bei ~qui- o~ r 

�9 �9 Q 
valenten Zustgnden der Teilsysteme f~llt die Resonanz 5f r ~2 22 

(oder die Entartung ) ~ort. Ein Beispiel fiir ein in | . 
dieser Weise entstehendes Termspektrum ist schema- ~r r162 

tiseh in Fig. 3 gegeben. In dem dutch die Wechsel- 
wirkung gestSrten System wird die Entartnng auf- Sl z 
gehoben. Es entsteht eine sgkulare Sehwebung, bei 
der die Energie zwisehen den beiden Teilsystemen 
bin und her pulsiert. Formal ist der Zusammenhang 
~olgender: Die Zusatzenergie W 1 des gestSrten 2~ 4~ 
Systems ist in erster Naherung gegeben dutch den 
Zeitmlttelwert yon H 1 fiber die ungestSrte Be- 
wegung. Dieser Mittelwert wird im a, llgemeinen 
noch Glieder enthalten, die ~berggngen entsprechen, ~ sig. 3. 
bei denen die Systeme a und b den Platz tausehen. 
)Ian mu~ daher eine kunonische Transformation ausffihren so, da]3 ~1  
eine Diagon~lmutrix wird. Die ltechnnng ist in der Arbeit ~) Qnanten- 
mechanik II, 8. 589, angegeben. Die k~nonisehe Transformation soil sein 

ly ~ ~-- S - ~ H ~ s  (8) 

q' = 8 - ~  q .5 ,  (9) 

1) ~L Born, W. t te isenberg  und P. Jordan,  ZS. f. Phys. 35, 557, 1926. 
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S ist eine Matrix, die wie ]qL nur Diagonalglieder enthalt and  Glieder, 
die ~bergiingen zwlsehen Zustanden gleicher Energie entspreehen. Ftir 
die nioht enbar~eten Zus~ande slnd die Diagonalglieder 1. Es sind nun 
die zwei linearen Gleiehungen mit den beiden Unbekannten S~ ~, Sm n zu 
l~sen : 

W 1 S n , . - - H l ( n m ,  n m ) S n m - - H l ( n m ,  mn)Smn ~ O, I 
(lO) 

- -H i ( ran ,  nm) Snm-[-Wl Smn--  Hl(mn,  ran) Stun ~ O. [ 

Hierin is~ wegen der Symmetric yon H 1 in den Systemen a und b 

Hl(nm,  nm) ~ H1(mn, mn), Hl(nm,  mn) = HI(ran, rim). (11) 

Es ist zweckma~ig, die beiden dutch i~ullsetzen der Determinante 
aus (10) fo]genden L{isungen fiir W 1 wieder mlt nm und mn zu nume- 

�9 + rieren. Es mu~ aber beachtet werden, daft diese 
qr Zq Zahlen dann den Quantenzahlen n' der Haupt- 

~ schwingungen in w 1 entsprechen and nleht die Zu- 
5~ ~5 3~ ~ st~nde der einzelnen Teilsysteme charakterisieren. 

Vielmehr ~hren  in iedem Zustand die beiden Teil- 
systeme die gleichen Bewegungen (in versehiedener 

�9 Phase) aus. Die Liisungen yon (10) lauten unter 
22 

~ Bertiekslohglgung you (11): 

+ 

M 

Fig. 4. 

W~ = / / l ( .m ,  .m) +Hl(nm, .~n), ) 

/ 1 1 

> 

W~,~ ~ H 1 (nm, nm) ~ H 1 (nm, ran). ] (12) 

I 1 1 
v,_ 

Die Wirkung der Kopphng besteht zun~ehst darin, daI] alle Energie- 
werte verschieden werden. Das Termspektrum ist ietzt dutch l~ig. 4 
schematlsch dargesteUt. 

Dieses Termspektrum lal]t sich wieder - -  und dies ist das ent- 
scheidende Resultat - -  einteilen in zwei Termreihen, die in keiner 
Weise mltelnander kombinieren kSnnen ( +  und . in Fig. 4). Die Aus- 
strahlung wird namllch wieder dutch eine Funktion der p und q dar- 
gestellt sein, die bei der Yertauschung der beiden Teilsysteme den Wert 
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nicht andert. 

nach Ausfiihrung der kanonischen Transformation (8): 

f '  - =  S -~  f S ,  

also wegen der Symmetrie yon f: 

f n l ~ 2 n  ~ _ _  1 - -  ~ (f,,..,~,~., + f.,,,~,,~,~ + f , , ~ , , ~  § f.,.~,,,~,~) 

- -  ~ ff~,,.~,,,..~ § f ~ , , , , . ~ ,  - -  f , , ~ , . ~  - -  f ~ , ,  ~m~) 

t _ _  1 - -  fmnI, -[- finn1, n 2 ~ f f ~  - -  fnlm, m.,2) ~ O. 

Sei diese Funktion f, so gilt fiir deren Matrizenelemente 

(13) 

04) 

2. Fiir Kombinatlonen mit Zust~nden, in denen die Teilsysteme in 
, fiquivalenten Zustlinden" 1) sind : 

1 

1 (15) 

�9 Die Interkombinatlonen zwischen den Termsystemen -~ and �9 ver- 

schwinden also. Die Linlenintensit~ten innerhalb der beiden Termreihen 
sind in erster lqaherung dieselben, wie die Intensitaten zwischen den ent- 
sprechenden ursprtinglichen Termen des einzelnen Teilsystems (a and b); 

denn die Amplituden yore Typus fn~ ~; mn~, die gleichzeitigen Uberg~ngen 
beider Systeme entsprechen, verschwinden in erster Naherung. Iqur bei 

Kombinationen mit denienigen Zust~nden, die aquivalenten Zust~nden der 
Teilsysteme a und b entsprechen, ist nach (15) die Intensit~t in der einen 

Termreihe doppelt so grol], wie im nrspriinglichen ~ystem, die ~ndere 

Termreihe enth~lt kelne solchen Zust~nde. Die ,,Gesamtintensit~t" wird 
also in erster Ngherung dutch die Resonanz nlcht ge~ndert. 

Die Einteilung in die beiden nlcht komblnierenden Termreihen ka~n 
durch ~ul]ere Einwirkungen nicht Verandert werden. Offenbar herrschen 
also hier genau dieselben u wie im spezlellen Beisplel in w 1. 
Das Nichtauftreten der Interkombinationen ist wieder gebunden an die 

l) Hier uud in der ganzen Arbeit bezieht sieh der Ausdruck ,,in ~quiva- 
lenten Zustiinden" auf d~s ungestgrte System. Im gestSrten System ftihren ja die 
Teilsysteme stets gleiehe Bewegungen mit vers~hiedener Phase aus. 
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Gleichheit der zu koppelnden Systeme; sobald das eine System vor dem 
anderen ausgezelchnet wird, treten Interkombinationen auf. Ferner hat 
die quantenmechanische L~sung wieder den oben betonten Grad von 
Unbestimmtheit; sowoh l  das S y s t e m  + bzw. �9 fiir s ich a l l e i n  , als 
aueh  die K o m b i n a t i o n  be ide r  h a t  als v o l l s t ~ n d i g e  LS su n g  des 

P r o b l e m s  zu ge l ten .  
Es mag auch yon Interesse seln, das eben gesehilderte Resonanz- 

problem yore Standpunkt des Schr i id ingerschen  Verfahrens aus zube-  
trachten. In den urspriinglichen Teilsystemen wird die normierte Sehri i-  
dingerseheEigen[unktlon a bzw. q)b, ZU den Zusfanden mit den Energien 
H~ bzw. t t  b gehSrlg, als bekann~ angenommen. Es gilt z. B. fiir das 

Matrizenelement n l n  ~ der Koordinate q~ des Systems a: 

qk cP~l q~,2 d . . .  q l . . . d q z .  

(Der Strieh fiber ~ bedeatet: konjugiert komplexer WerL) 

Fa~t man beide Systeme zu einem zusammen, so geh(irt zur Energie 
a b H,,m ~ H a + H  b die Eigenhlnktion ~ n ~ .  Die zu den LSsungen (12) 

gehiirigen Eigenfunktionen des gestiirten Systems gehen aus denen des 
ungestSrten durch eine lineare Transf~matlon mit der Matrix S hervor. 
Es gehSrt also zu 

1 a b a b 
W ~  die Eigenfunktion ~-~ ( ~ m  + ~ t p n )  (16) 

und 
1 b a 

W~ ~ die Eigeafunktion ~-~ ( ~  ~ ~ .  

Das Nichtvorhandensein yon Interkombinationea zwisehen den beiden 
Teilsystemen folgt nun einfaeh daraus, dal~ ein Integral fiber eine in a 
und b symmetrische Funktion oder einen symmetrisehen Operator f yore 

Typus 
I f 1  a ' b  a b a b a b . ~ a  ~ n )  dqbf (lV) ( ~  ~ + (~o~ ~ -- ~ ~o~) a ql--- 

das Vorzelchen wechselt, wenn die Systeme a und b ver~auscht werden, 
aber dabei doch den gleichen Wert beli~lt: es mull also Null sein. 

w 3. ]_m [olgenden soll als Beispiel die Anwendung dieser allgemeinen 
Theorle au~ das tIelinmatom kurz skizziert werden; auf die quantitative 
Durchfiihrung m0chte ieh sp~tter zurtickkommen. 

1. Wir nehmen an, die Elektronen seien Punktladungen ohne Magnet 
und Drehimpuls. Dann entsteht ohne Weehselwirkung im wesentllchen 
das Schema der Fig. 3, mit Wechselwirkung das der Fig. 4. Die beiden 
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Systeme, in die das Termspektrum zerfgllt , sind Par- und Orthohelium. 
Interkombinationeu zwischen ihnen sind e~nstweilen nicht m5glich. Da 

der Energleunterschled zwischen zwel entspreehenden Termen yon Par- 
und Orthohelinm zurttckgeftihr~ wird auf elne dutch die C oulombschen 
Abstol~ungskrgfte der Elektronen hervorgerufene Resonanzschwebung, ist 
es verstgndlich, da~ er im allgemelnen yon der glelehen GrSflenordnung 
ist wie die durch die Abschirmung verursachte Abweichung des be- 
tre~fenden Terms yore Wasserstoffterm. Ferner fo]gf aus Fig. 4, da~ der 
1 S-Term nur in e l n e m  der belden Systeme vorhandea ist. Da~ dieses 
System dasienige ist, dessen Energiewerte im allgemeinen h~her liegen, 
folg~ aus der Rechnung. Die Ubergangswahrscheln]ichkelten innerhalb 
des 0rtho- bzw. Parhelinmsystems sind in erster N~therung die gleidhen 
wle die entspreehenden in Wasserstof[. Iqur die Parhe-Ubergange zum 
1 S-Term sollten in grSbster Anngherung doppelt so hgufig sein. 

Wol]te man sich yon der Bewegung der Elektronen im Atom ein 
tier quantenmechanischen LSsung einigerma~en entsprechendes anschau- 
Itches Bild maehen, so mii~te man sigh bier etwa vorstel]en, da~ die 
beiden Elektronen periodisch in kontinuierlieher Weise die Pigtze 
~anseheu, in Analogie zu den Energieschwebungen beim oben erwahnten 
0szillatorbeispiel, wobei die Periode dieser Schwebnng ebeu durch den 
Abstand des 0rthohellumterms yore entspreehenden l~arheliumterm ge- 
geben ist. 

2. Wit  denken uns entspreehend der C o m p t o n - U h l e u b e c k -  
Goudsmitsehen Hypothese 1) die Elek~ronen als kleine magnetiscl~e 
Kreisel, denen wir zun~chst eine bestimmte ftir die beiden Elektronen 
verschiedene Achsenrichtung vorsehreiben wollen. Dann andert sich am 
Termschema yon Fig. 4 qualitativ nichts, abet es treten schwache Inter- 
kombinationen zwisehen Ortho- und Parhelium au[ yon der Stgrke der 
Weehselwlrkung zwischen Magnet und Bahn. Denn die beiden Elek- 
tronen sind ie.tzt nieht mehr gleichberechtigt. 

3. Wir lassen die Richtungen der Elektronenmagnete willkiirlich. 
Daan ergibt die Rechnung, da~ jeder Term des bisherlgen Systems anf- 
spaltet in vier Terme, dem statistisehen Gewicht der Elektronenmagnete 
entsprechend und da~ das Termsehema wie ~riiher in zwei vollsfl~ndig 
getrennte Teile zerfgllt; denn die Elektronen sind ietzt wieder gleich- 
berechtigt. Abet die Teihng ist anders als friiher (vgl. Fig. 5 d- und -). 

l) A.H.  C o m p t o n ,  Journ. Frankl. Inst. 19. ~, 145, 19"24; E. U h l e n b e c k  
und S. G o u d s m i t ,  Naturwiss. 1~; 953, 1925. 
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Das eine System stellt ein Termspektrum dar, bei dem Orthohelium eia 
Triplett-, Parhelium ein Sing]ettsystem is~. das andere ein Termspektrum, 
bei dem 0rthohelium ein Singlett- und Parhelium ein Trlplettsystem is~. 
Interkomblna~ionen zwischen Par- und Orthohelium sind vorhanden, wie 
in 2. yon der Starke der Wechselwlrkung zwischen Bahn und Elek- 
tronenmagnet. Dagegen gibt es keine Laterkombinationen zwischen den 
Systemen + und .. Man kann den physikalisehen Sachverhal~ etwa kurz 
so kennzeiehen: Zwisehen beiden Elektronen besteht zun~chst elne grebe 
elektrisehe Resonanz; diese wird dureh die Magnete gest(irt, und es 
treten die Ubergange yon Ortho- naeh Parhelium auf. Aber auch bei 
Beriieksiehtigung der Magnete besteht eine feinere exakte Resonanz der 
Elek~ronen, die zur Teilung in die beiden oben charakterisierten Term- 
reihen Anlal] gibt. Wie die Reehnung zu den hier besehriebenen Resul- 
taten fiihrt, goll in einer demnachst erscheinenden Arbei~ erlautert werden. 

w 4. Es ist beim tteliumspektrum ein empirisehes Faktum, dal] nur 
das eine System (in Fig. 5) vorhanden ist, and, soviel wir bier sehen 
kSnnen, wenigstens qualitativ, mit dem He-Spektrum iibereinstimmt; das 

andere System ist in der Natur nieht realisiert. 
"+++ Diese Tatsaehe scheint mir - -  wenn wir annehmen, 

-i-e oo 
da~ sich unsere f~r zwei Systeme abgeleiteten Re- 

"+++ sulfate aueh auf den Fall beliebig vieler Systeme +4J �9 �9 

veraIlgemeinern lassen - -  den eigen~lichea Zu- 
sammenhang zwisehen der hervorgehobenen quan~en- 

.+++ mechanischen Unbestimmtheit einerseits und der 
+ " "  Paul ischen Regel und der E i n s t e i n - B o s e s c h e a  

Abzahlung andererseits zu bedeuten. Wenn nur 
das eine ( .)  der beiden Systeme in der N a tar  vor- 
kommt, so gibt dies einerseits zu einer Reduktion 

~ der statistischen Gewichte eben in dem yon Bose 
Fig.5.  vorgesehlagenen Sinne Aulal]; andererselts ist bei 

der riehtigen Wahl des Systems P a u l i s  Verbot aquivalenter Bahnen 
yon se]bst erfii]lt. Die Verallgemeinerung dleser Uber]egungen auf 
Systeme, die aus n gleichen Teilsystemen bestehen, wird daher in 
folgender Weise zu denken sein: Den n! Vertausehungen der n Systeme 
entspreehend gibt es ohne Weehselwirkung im a]lgemeinen ie n! gleiche 
Eigenwer~e. Durch die Wechselwirkung wird die Entartung aufgehoben, 
das Termsystem zerfallt wegen Resonanz in n! Teilsysteme. Unter ihnen 
gibt es ein System, das keine ~quivalenten Bahnen enthMt und nicht mit 
den anderen Systemen kombinieren kann. Dieses System kommt in der 
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Natur allein vor und etellt die wirkliche LSsung dar. Zugleich entspricht 
die Reduktion der statistischen Gewiehte yon n! auf 1 der Bose-Ein-  
steinsehen Abzahlung. Die bier gegebene Formulierung dieser Ab- 
zghlung geht aber fiber die Bose-Eins te insche  insofern hinaus, als sie 
die Wahl eines ganz beetlmmten Systens aus den n! L(isungen vorschreibt, 
ngmlich desienigen Systems~ das keine ~quivalenten Teilsysteme enthalt 
und daher mit Pau l i s  Verbot im Einklang ist. Eine Begrfindung daiiir, 
da~] gerade nu) dieses elne System unter allen m(iglichen quantenmechanl- 
schen Liisungen vorkommt, kann yon tier einfachen quantenmeehanischen 
Rechnung aus wohl nieht gegeben werden. Es scheint mir abet ein 
wichtiges Resultat dieser Untersuehung, dal] Pa a l i s  Verbot and die 
Eins te insehe Statietik den gleiehen Ursprung haben, und dad 'sie der 
Quantenmechanik nicht widersprechen. Auch ein yon E i n s t e i n  mehrfach 
betontes Paradoxon hat ein Analogon in unseren fdberlegungen: Wenn 
die zu koppelnden Teilsysteme voneinander versehieden sind, so mug fiir 
sie die klaseieche Statistik gelten; im Prlnzip bis herab zu nnendlich 
kleinen Untersehieden. Trotzdem wird die Abz~hlung for gleiehe Sys~eme 
ganz anders. Fi~r verechiedene Systeme mu$ aueh nach den bier durch- 
geffihrten Reehnungen stets die klassisehe Abzahhng bestehen bleiben, 
da Uberg~nge zwisehen den n! Teilsystemen vorkommen; also kann kein 
Teilsystem ausgeschlossen werden. Die tJberg~nge werden aber bei ab- 
nehmenden Unterschieden der Partikel immer seltener. Werden die den 
lJberg~ngen entspreehenden Amplituden kleiner ale eine endliche, dureh 
die Sehgrfe des betreffenden Zustandes definierte GrSl3e, so besteht eine 
]ogische ~ISglichkeit, die Uberg~nge ganz auezuschlie~]en und die Abz~hlung 
zu ~ndern. Ee sei noeh betont, da$ nach den bier ausgeftihrten (~berlegungen 
eine endliehe Wecbselwlrkung der Systeme fiir die Abgnderung der Ab- 
zghlung eine notwendige Voraussetzung ist. Wenn die Perioden der dem 
Resonanzeffekt entepreehenden Energiepulsationen l~nger slnd ale die 
Lebensdauer, so verlieren die oben ausgefiihrten Reehnungen den Sinn. 

Wir haben oben hervorgehoben, dat] der Aussehlu$ aller Term- 
systeme bis auf ein bestimmtes ohne Verletzung der Gesetze der Quanten- 
mechanik m Sglich ist. Es mul~ aber darauf hingewieeen werden, dal] 
dieser Auseehlul] doeh gewieee eehr eharakteristisehe Besehr~nkungen 
mit eieh bringt. Er bedeutet n~mlieh~ da~ es keinen physikalisehen 
Sinn hat, fiber die Bewegung oder die diese Bewegung darstellende 3[atrix 
einee e~nzelnen Elektrons 0der tiber die Matrix irgend einer nicht- 
eymmetrisehen Funktion der Elektronen in einem Atomsystem zu spreehen. 
Eine solehe ~{atrix wtirde namlieh im allgemeinen @lieder enthalten, die 
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Ubergangen yon einem Termsystem zu anderen, also auch zu hieht 
vorkommenden Termsystemen entsprechen. Deshalb kann z. B. auch den 
Yertauschungsrelationen in ihrer gew~hnliehen Form im allgemeinen kein 
physikalischer Sinn beigelegt werden; wohl aber allen symmetrisierten 
Formen dieser Bedlngungen. Es handelt sieh indessen bier nut um eine 
formelle Beschr~inkung, denn alle prinztplell beobachtbaren GrS~en sind 
ihrem Wesen nach Symmetrische Funktionen tier Elektronen. 

Der hler gesehilderte Zusammenhang miil3te nut als Programm an- 
gesehen werden, solange die mathematisehe Behandlung der Systeme, die 
aus a-gleiehen Teilsystemen bestehen, nieht durehgefiihrt ist. Ich  m~chte 
als Erganzung daher "kurz angeben, wie dasienige Termsystem, das kelne 
aqulvalenten Zust~inde der Teilsysteme mit sich ffihrt und das als einzige 
LSsuTig iibrig bleiben soll, allgemein eindeutig konstruiert werden kann. 

Die n vsllig gleichen Teilsysteme mSgen sich in den durch die 
,, Quantenzahlen" m v m ~ . . .  m n festgelegten station~ren Zust~nden befinden. 
Dann haben alle d ie  Zust~nde des:Gesamtsystems, die aus dem eben be- 
traehteten dureh irgend eine Umstellung der m 1 . . .  mn hervorgehen, die 
gleiche Energie. Die Wechselwirkungsenergie/-1~ wird in erster Naherung 
aur Glieder enthalten, die ~bergangen yon h~chstens zwelen der Teil- 
systeme entsprechen, wenn /-/1 sich additiv aus Wechselwirkungen 
zwischen ie zwei Teilsystemen zusammensetzt. Um den Zeitmittelwert 
der Sttirungsenergie 142 ~ zW einer Diagonalmatrix zu machen, mul~ wie in 
w 2 eine kanonische Transformation ausgefiihrt werden. Um sie zu finden, 
ist ~n bekannter Weise ein System yon n ! Gleiehungen mit n ! Unbekannteff 
Sk zu 15sen. Wit  bezeiehnen dasienige Glled in M 1, das kelnem Uber- 
gang elnes der Teilsysteme entspricht, mlt H~; dieienigen Glieder, die 
Vertansehungen zweier der Zal~]en m 1 . . .  m n entspreehen [dies sind im 

n (n - -  1) Glieder], mit H~ He, .H~; dann ordnen wir die n! Zu- ganzen 2 "" 

st~nde gleieher Energle so, da$ an erster Stelle der Zustand m I . . .  m n  

kommt, dann alle Zustande, die alas ihm durch eine ,Transposition" her- 
vorgehen; dann die, zu deren Herste]lung aus dem ersten Zustand z w e i  
Transpositlonen notwendig sind usw. Dig das System n! ]inearer Glei- 
chungen charakterisierende Determinante hat dann etwa die Form 

W - - H 2  - - I t /  . H ~ . . . - - H :  0 . . . 0  
- - H ~  W - -  t I ~  0 . . . .  . . .  0 - -  H ~  . . . 

- -  H~ 0 W ' H ~ 0  . . . .  0 - -  H ~ . . .  (18) 
�9 , �9 . , �9 . . . . . . . .  �9 . . . .  . �9 . . . . . .  . ,  
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Eine LSsung dieses Gleichungssystems lautet: 

W 1  /_/~ 1 1 1 = - - H ~ - - H ~  . . . . .  H~; S ~ - -  1/~.T.(--1) 5~, (19) 

we /$k die~enige Anzahl yea Transpositlonen bedeutet~ die nStig sind, um 
den Zustand m 1 . . .  mn in den mit der •nmmer k bezeichnetea Zustand 
~iberzufiihren. Die zu dieser LSsung geh5rige SchrSdingersche  Eigen- 
~unktion ist also gegeben durch 

1 k (,z~), (20) 

wo wieder ~k die AnzahI yon Transpositionen bedeutet, die aStig sind, um 
dieReihem,  m~. m~in ~ k k .. m,~ mfl . . .  my zu verwandela. Diese Funktion cp 
hat die besondere Eigensehaft~ dab sie bei Vertausehung der Quanten- 
zahlen zweier Teilsysteme das Vorzeiehen wechselt. I-Iieraus ~olgt so~ort, 
da] das dutch (20) charakterisierte Termsystem nlch{ mit Znstgnden, bei 
denen zwei oder mehr Teilsysteme in gquivalenten Zustgnden sind, kom- 
binieren kann. Die Eigen~unktion ,p eines s o 1 c h e n Zustandes miil]te 

ngmlich notwendig gegen Vertauschungen der gqnivalenten Teilsysteme 
invarlang sein. Ist f eine die Strahlung darstellende and daher not- 
wendig symmetrische Funktion (oder ein symmetrischer Operator) der 
Koordlnaten der Teilsysteme, so wlrd das Integral 

~ f ~,q~d$'~ ~--- 0, (21) 

da es bei Vertanschnng zweier gqnivalenter Teilsysteme das Vorzeiehen 
weehseln miil]te, ohne seinen Weft zu andern. 

Man kann dutch Induktion (Sehlul] yon n a.u[ n q- 1) einsehen, dal] 
die Terme vom Typus (20) wirklieh ein gesehlossenes System hi]den, 
d. h. mit kelnem anderen Term komblnleren, and dal] das dureh (20) 
gegebene Termsystem das einzige ist, das keine gquivalenten Zustgnde 
der Teilsysteme enthglt. Allerdings ist mir eine strenge Durchfiihrung 
dieses Beweises noch nicht ge]ungen. Von dieser Ungenauigkeit abgesehen, 
kann (20) als die definltive Konstruktion des die LSsung darstellenden 
Termsystems betraehtet werden. 

Nach dieser mehr mathematischen Erggnzung komme ich zum physi- 
kalisehen Inhalt dieser Untersuehnng zuriiek. Der Zusammenhang 
zwischen der E in s t e in -Bosesehen  Statistik gleicher Partikel and der 
Quantenmeehanik besteht also in der Auswahl elner bestlmmten quanten- 
meehanischen LSsung unter vielen mOgliehen LSsnngen. Eine solche 
Auswahl bedeutet fiir hinreiehend k]eine Weehse]wirkung im wesentlichen 
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eine Phasenbeziehung zwischen den Teilsystemen oder Partikeln. Viel- 
leicht kiinnte man durch eine nahere Untersuchung dieser t)hasenbeziehung 
zu Resultaten kommen, die dlrekt a]s Analogon zu de~ Interferenzen der 
de Brog l i e schen  Wellen aufgefa~t werden kSnnen. MSglicherweise 
~iihrt a]so eine nahere Yerfolgung der Griinde, nm derentwillen die eine 
Liisnng ansgewahlt wird, schon in die gro~en physikalischen Schwierig- 
keiten~ die bei den Kopplungsproblemen au[treten. Mir scheint abet aus 
der vorliegenden Untersnchung zu Iolgen, da~ wir wahrscheinlich diese 
Schwierigkeiten nicht zu 15sen brauchen, um die Spektra der Atome mit 
mehreren Elektronen auszurechnen. Diese Spektra diir[ten vlelmehr 
schon durch die Quantenmechanik bestimm~ sein. 


