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SUR. 

DIVERSES FORMES FACILE~ENT APPLICABLES, 

qu: on peut donner aux équations fondamentales de la théorie 

mécanique de la chaleur C'"] ; 

PA.a M. R. CLAUSIUS. 

TRADUIT DE L'ALLEMAND PAR M. H.-F. BESSA.RD. 

Dans mes précédents Mémoires sur la théorie mécanique de la cha­
leur, je me suis essentiellement proposé d'établir la théorie sur une 
base sûre, en m'attachant surtout à ramener le secoud théorème prin­
cipal, beaucoup plus difficile à saisir que le premier, à sa forme la plus 
simple et la plus générale, et en cherchant à en donner une démons­
tration rigoureuse. Je n'ai fait d'applications spéciales que lorsqu'elles 
me paraissaient utiles comme exemples, ou qu'elles présentaient un 
intérêt pratique particulier. 

Plus la vérité des principes de la théorie mécanique de la chaleur 
est reconnue, plus on voit se marquer davantage la tendance à l'ap­
pliquer aux phénomènes les plus divers, tan~ physiques que méca­
niques. Les équations différentielles qui s'y présentent devant être 
traitées un peu différemment que les équations différentielles ordinaires 
de forme analogue, les calculs présentent souvent des difficultés assez 
graves pouvant occasionner des erreurs. C'est pourquoi j'ai crn rendre 

[*] Communiqué à la Société des Sciences naturelles de Zürich, Je 24 avril 1865, et 
publié dans son Bulletin trimestriel, vol. X, p. 1, ainsi que dans les .4nna!es de Pog­
gendorff, vol. CXXV, p. 353. 
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tUl se.rvice aux: physiciens et aux mécaniciens, ep ramenant les équa­
tions fondamentales de la théorie mécanique de la chalem: à d'autres 
formes, se rapportant à des suppositions spéciales, formes sous les­
quelles elles sont immédiatement applicables aux divers cas spéciaux, 
et sont par conséquent plus comn::iodes dans les applications que sous 
leur forme générale. · · 

§ i. Toute la théorie mécauique de la chaleur repose sur deux 
théorèmes principaux, celui çle l'équivalence de la chaleur et du tra­
vail, et celui de ]'équivalence des transformations. 

Pour exprimer analytiquement le premier théorème, nous snppo­
soris qu'un corps quelconque change d'état,· et nous considérons la 
quantité de c!rnleur qui doit lui être communiquée pendant ce chan­
gement. Désignons-la par Q, et admettons qu'elle soit positive si le 
corps en que~tion l~ réçoit, et négative s'il ]a donne aux èorps exté­
rieurs. L'élément dQ de cette chaleur reçue parle corps, correspon­
dant à_ un changement d'état tnfiniment petit, e~t exprimé par l'équa­
tion 

(I) dQ=dV+AdW, 

dans laquelle U représente la quantité que j'ai introduite en r 850 dans 
la théorie de la chaleur, et que j'ai définie: la somme de· la chaleur 
i;es.tée libre, et de celle qui a été employée à effectuer du travail inté-
rieur [.ic]. -

W. Thomson proposa plus tard de désigner cette graüdeur· par le -
nom d'énergie 1.ic.ic]; j'ai aussi accepté cette dénomination, la cousidé­
rant comme heureusement choisie. Je crois cependant que l'on peut se 
réserver d'employer l'expression contenu dedzaleur et d'œmwe, dans 
les cas où l'on veut distinguer les. deux parties. de la grandeur u; cette·. 
expression ren~ ma définition primitive sous une forme un pett plus 
simple. I,a lettre W représente :le travail éxtérieur effectué pendantle 

[*] Annales de Poggendorff, vol. LXXIX, p. 385, et Collection de mes Mémoires, 
ir• partie, p. 83. 

[**] Pldlosophical 111agazine, 4-e série, vol. IX, p. 523. 
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changement d'état du corps, et le coefficient A la quantité de chal~ur 
équivalant à l'unité de travail, on, plus simplement, l'équivalent calo­
rifique du travail. D'après cela, le produit AW n'est que le travail exté­
rieur, mesuré en unités calorifiques, ou, plus brièvement, l'œuvre 
ex~érieure; d'après une dénomination plus commode que j'ai pro­
posée[ .. ]. 

Si, pour plus de brièveté, on représente l'œnvre extérieure par une 
seule lettre7 en écrivant 

AW=w, 

[*] Je profiterai de cette occasion pour donner quelques éclaircissements sur les 
dénominations que j'ai proposées dans un appendice à ma collection de Mémoires. Il 
est très-incommode, dans toute exposition de la théorie mécanique de la chaleur, que 
la chaleur et le travail mécanique soient évalués au moyen d'u.nités différentes; car 
ainsi l'on ne peut pas dire simplement " somme de chaleur et de travail, différence 
<le chaleur et de travail », mais on est obligé de recomil' à des expressions plus com­
pliquées comme K somme de la chaleur et de la quantité de chalem équivalant au tra­
vail "•ou a somme du travail et de la quantité de travail équivalant it la chaleur "· 
C'est pourqüoi j'ai proposé d'introduire encore une seconde grandeur en sus du travail 
évalué an moyen de l'unité mécanique ordinaire, et qui représente le travail mesure en 
unités calorifiques on calories, c'est-à-dire l'expression numérique du travail obtenue 
en prenant comme unité de travail la quantité <le travail équivalant à une unité <le cha· 
leur. C'est pour cette grandeur que j'ai proposé le nom d' œuvre (T:Yerk ). 
_ Si l'on considère l'œuvre effectuée lors d'un changemn1t d'état qLielconque d'un 
corps, il faut y distinguer l'œuvre intérieure et l'œuvre extérieure. J'ai api:elé contenu 
d'œuvre du corps, l'œnvre intérieure totale qui a dû être effectuée pour l'amener à son 
état actuel. Il est à remarquer qu'on ne peut en obtenir la valeur qu'en déterminaut 
l'œuvré intérieure qui a dû être effectuée pour que le corps passàt <l'un état initial 
quelconque à l'état actuel. On ponrra donc indiquer le contenu d'œuvre, soir en n'y 
comprenant que l'œnvre effectuée à partir de cet état initial, soit en ajoutant encore 
une constante indéterminée représentant l'œnvre déjà contenue dans le corps à cet état 
initial. 

Il en est naturellement de même de l'énergie, qui se compose du contenu d'œuvre 
et du contenu de chaleur. On ne peut la déterminer qu'en comidérant l'accroissement 
qu'elle doit pt·endre lorsque le corps passe d'un état initial quelconque à son état actuel. 
En indiquant l'énergie, on pomra, ou se borner à cet accroissement compté à partir de 
l'état :initial donné, ou lui ajouter encore une constante indéterminée représ1:ntant l'é­
nergie dn corps correspondant à cet état initial. 

46. 
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on pourra écrire l'équation précédente comme suit: 

dQ=dU+dw. 

Afia d'arriver à l'expression analytique la plus simple d,u second 
théorème principal, nous admettrons que le corps éprouve une série 
circulaire de changements, c'est-à-dire qu'il finisse par être ramené à 
son état initial. Soient d Q un élément <le la chaleur reçue, et T la tem­
pérature du corps, comptée à partir du zéro absolu, à l'instant où il 
reçoit cet élément de chaleur; ou du moins celle de la partie du corps 
qui reçoit cet élément de chaleur, dans le cas où la température ne se­
rait pas la même dans toute son étendue. Si l'on divise cet élément de 
chaleur par la température correspondante T, et si l'on intègre ensuite 
l'expression différentielle. ainsi obtenue pour toute la série circulaire 
de changements, l'intégrale devra satisfaire à la éondition 

(II) J~Q~o. 

Le signe de l'égalité qui figur~ dans cette expression s'applique aux 
cas où tons les changements de la série sont réçersibles., c'est-à-dire 
susceptibles d'être effectués en sens contraire, tandis que le signe de 
l'inégalité s'applique aux. cas où les changements de la série ne sont 
pas réverSibles ["'] . 

[ *) Dans mon 1\Iémoire " sur une nouvelle forme du second théorème principal de 
la théorie mécanique de la chaleur n ( . ..tnnales de Poggendorff, t. XCIII, et Journal de 

Liouville, t. XX), où j'ai donné pour la première fois la forme la plus générale de 
ce théorème, relative à des séries circulaires de changements, j'ai choisi le signe de la 
différentielle dQ autrement qu'ici, en ce que là un élément de. chaleur. est regardé 
comme positif lorsqu'il passe du corps variable dans un réservoir de chaleur, et né­
gatif lorsqu'il est fourni par ce réservoir. En choisissant ce signe, qui est commode 
dans certaines considérations théoriques générales, il faut écrire la relation (II) co~me 
suit 

f dQ> 
T =o. 

Dans le présent Mémoire, les éléments de chaleur reçus par le corps sont partout.con· 
sidérés comme positifs, et ceux qui lui sont soutirés comme négatifs. 
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§ 2. Nous examinerons maintenant de plus près de quelle manière 
les grandeurs de l'équation (la) se comportent à l'égard des diverses 
espèces de changements du corps. 

L'œzwre extérieure w, effectuée pendant que le corps passe d'un état 
initial donné à un autre état déterminé, dépend non-seulement de ces 
deux états extrêmes, mais encore de la manière dont s'opère ce chan­
gement. 

Il faut savoir premièrement si les forces extériemes agissant sm· le 
corps, et qui sont surmontées par les forces propres du corps, ou qui 
au contraire surmontent celles-ci (d'où vient la distinction de l'œuvre 
extérieure en positive et négative); il faut savoir, disons-nous, si ces 
forces extérieures sont à chaque instant égales aux forces propres dn 
corps on si elles en diffèrent. Dans ce dernier cas, la force surmon­
tante sera naturellement la plus grande. Il est vrai qu'on peut dire 
qu'une force doittoujours être supérieure à celle qu'elle doit vaincre; 
mais comme la différence peut être aussi petite cru' on voudra, le cas où 
elle est nulle, c'est-à-dire où les deux forces sont égales, peut être re­
gardé comme le cas limite, qui doit être corisidéré comme théorique­
ment possible, lors même qu'il n'est pas réalisable. Lorsque la puis­
stmce diffère de la résistance, le changement a lieu d'une manière non 
réversible. 

Secondement, lorsque l'on pose comme condition que le change­
ment doit être réversibJe, l'œuvre extérieure dépend encore des états 
intermédiaires entre les deux états extrêmes, ou, pour s'exprimer plus 
clairement, de la voie par laquelle le corps passe de l'état initial à 
l'état final. 

L'énergie U du corps dont l'élément figure dans l'équation (fa) à 
côté de celui de l'œuvre extérieure se comporte d'une manière toute 
différente. Si l'état initial et l'état final du corps sont donnés, la varia­
tion de l'énergie est complétement déterminée, sans qne l'on ait besoin 
de savoir comment le corps a passé d'un état à l'autre, vu qu'elle n'est 
influencée ni par la nature du chemin parcouru, ni par la différence 
entre les deux modes de changements, réversibles ou non réversibles. 
Si donc l'état initial du corps et la valeur correspondante de son 
énergie sont supposés donnés, on peut dire que l'énergie est complé­
tement déterminée par l'état du corps à l'instant considéré. 
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Quant à la qualttité de chaleur Q, reçue par le corps pendant le 
changement d'état, il faut qu'elle dépende du mode de changement de 
la même manière que l'œuvre extérieure, puisqu'elle est la somme de 
l'accroissement de l'énergie et de l'œuvre extérieure effectuée. 

:Maintenant, afin de limiter le champ que nous aurons d'abord à 
considérer, nous supposerons dans la suite que nous n'ayons à nous 
occuper que de changements susceptibles d'être effectués dans les 
deux sens (réversibles), à moins que l'on ne dise expressément que 
ceux qni iie peuvent être renversés sont aussi compris dans la re­
cherche. 

L'équation (la), qui estl'exp-ression du premier théorème principal, 
se rapporte aussi bien aux changements réversibles qu'à ceux qui ne 
le sont pas. Donc, pour l'appliquer spécialement aux changementso de 
]a première espèce, il n1est pas nécessaire de modifier sa forme, mais 
seulement dé convenir que les lettres îV et Q représentent l'œnvre èx:­
térieure et la quantité de chaleur correspo~idant à des changements 
qui ont lieu en mode réversible. --

Lorsque l'on veut appliquer J'exp.ressiou (Il) dn second théorème 
principal à des changements réversibles, il faut premièrement conve­
nir que la leltre Q représente la quanti ré de chalem· correspondant à 
cette espèce de changements, et ensuite, au lieu du double signe;;;, il 
faut simplement faire usage de celui de l'égalité. On obtient ainsi, pour 
nne série cfrculaire de changements réversibles, l'équation 

§ 5. Afin de pouvoir calculer an moyen des équations (I,.) et (IIa), 
nous voulons admettre que l'état dn corps considéré soit détermin~ 
par des quantités quelconques; Des cas particulièrement fréquents 
sont ceux où l'état du corps est déterminé' par sa température et .sou 
volume, ou par sa température et la pression qu'il supporte, ou enfin 
par son volume et par Ia pression. Nous ne voulons pas nous boriler 
dès l'abord à deux quantités déjà fixées, mais nous admettrons que 
J'état du corps soit déterminé [}at' deux quantités quelconques :x: et y7 
que nous regarderons comme étant des variables indépendantes. Il est 
clair que d~ns telle ou telle application spéciàle, nous serons toujours: 
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libre de désigner par l'une de ces variables, ou même par les deux, 
une on deux {les quantités susnommées, température, volume et 
pression. 

Si les grandeurs x et y déterminent l'état du corps à l'instant con­
sidéré, il faut que la grandeur U, l'énergie, puisse être exprimée en 
fonction de ces deux variables, x et y. 

Il n'en est pas de même des grandeurs w et Q. Le11:rs dérivées, que 
nous représenterons comme suit : 

(1) dw dw 
da:= m, - =n, dy 

(2) dQ_M 
dx- ' 

dQ=N 
d:r , 

sont des fonctions déterminées de :x: et de y. Si l'on convient, par 
exemple, que la variable x s'accroisse de dx, tandis que la va­
riable j reste constante, et que ce changement du corps soit réver­
sible, il s'agit alors d'un phénomène complétement déterminé, et 
I'œuvre extérieure effectuée doit aussi être complétement déterminée; 

·1 ; l l f · dw 1 · ' 1 · l d' 1 en resu te que a ract10n dx c 01t ega ement av01r une va eur eter-

minée. Il en est de même lorsque x reste constant, tandis que y 
s'accroît de dy-. 

Si donc les dérivées de l'œnvre extérieure sont des fonctions déter­
minées de x et de y, il faut, d'après l'équation (la), que les dérivées 
de la quantité Q de chaleur reçue par le corps soient aussi des fonc­
tions déterminées de x el de y. 

Mais si nous formons les différentielles dw et dQ, qui contiennent 
dx et dy, en négligeant les termes qui sont d'or<lre supérieur relative­
ment à dx et à dy, et en écrivant 

(3) 

(4) 
dw = mdx + nd;r, 

dQ=Mdx+Ndy, 

nous obtenons deux équations différentielles totales, que l'on ne peut 
pas intégrer tant que les variables x et y restent indépendantes l'une 
de l'autre, vu que les quantités m et n, Met N, ne satisfont pas à la 
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condition d'intégrabilité, qui s:~ écrit dans les deùx cas 

dm dn 

dy = dx 
di\1 dN 

et -=-· 
dy . d.c 

Les grandeurs w et Q sont donc au nornbre de celles dont il a été 
question dans l'introduction mathématique à la première partie de ma 
Collection de Mémoires; elles présentent cette particularité, que leurs 
dérivées sont des fonctions déterminées des deux variables indépen­
dantes, tandis qu'elles-mêmes ne peuvent pas être exprimées par une 
fonction semblable, à moins que l'on ne connaisse une autre relation 
des variables, c'est.à-dire que la voie des changements du corps ne soit 
prescrite. 

§ 4. Revenons. à l'équation (Ia), dans laquelle nous porterons les 
valeur& de dw et de dQ données en (3) et (4); pnis décomposons Pga­
Iement dU en ses deux parties relativement à dx et dy; il vient 

- (dU ) (dU ) Mdx + N qy = -;; + m _ dx + dy + n- d]·. 

Cette équation, devant être satisfaite pour toute valeur de dx et 
de dTt se décompose en 

dU 
M= d.x +m, 

dU 
- N= dy +n. 

Différentions la première de ces équations par rapport à J', et la se­
conde par rapport à x, nous obtenons 

dl\I d 2 U dm -=--+-, dy dxdy dy 

dN cl'U dn -=--+-· d.r. dydx dx 

Mais en appliquant à U le théorème relatif à toute fonction de deux 
variables indépendantes: qu'en différentiant successivement par rap­
port à chacune d'elles, l'ordre de la différentiation est sans influence· 
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sur le ~ésultat, 01'.I pourra écrire 

d'U d 1 U 
d.xdy = dydx' 

369 

Si,· en tenant compte de cette dernière équation, on retranche les 
deux précédentes l'une de l'autre, il vient 

(5) 
dM dN dm dn 

Nous allons traiter l'équation (Ha) d'une manière analogue. Si nous 
y remplaçons dQ par sa valeur (4), il vient 

Pour que cette intégrale s'annule chaque fois que x et y reprennent 

leurs valeurs initiales, H faut que l'expression placée sous le signe J 
soit la différentielle totale d'une fonction de x et y, et il faut par 
suite que la condition d'intégrabilité rappelée ci-dessus soit satisfaite. 
Elle sera donc dans ce cas 

Si l'on effectue maintenant les différentiations, en se rappelant que 
la température T du corps doit également être considérée comme une 
fonction de x et de)', on obtient · 

I dM M dT 1 dN N dT -·- --·---·-- _,_, 
T dy T' dy - T dx T2 d.x 

ou, ordonné autrement, 

(6) dM - dN = ~ (M dT _ N dT)· 
dy dx T dy d.x 

Nous voulons encore modifier quelque peu la forme des équations 
( 5) et (6) que nous venons d'obtenir. Afin de n'avoir pas trop de lettres 

Tome X (:i• série). - NoVEllIBRE 1865. 47 
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différentes dans les formules, nous remplacerons les -abréviations M 

et N par leurs valeurs ~;et ~J· Considérons de plus dans l'équa­

tion (5) la différence du second membre, dans laquelle nous rempla-

. l ffi · d·f'f'' · 1 àw àw II d · çons aussi met n par es coe _ cients t rerentie s à:i: et dy; e e ev1ent 

d (dw) d (dw) 
. dy dx - dx dy • 

La grandeur représentée par cette différence est une fonction de x et 
de y) que l'on peut ordinairement regarder comme connue7 car, les 
forces extérieures agissant sur le corps étant accessibles à l'observation 
directe, on peut en déduire l'œuvre extérieure. Comme cette différence 
se présentera très-souvent dans la suite, nous la nommerons la diffé­
rence d'œuvre relative à xy, et nous la représenterons par. un signe 
particulie1· 

~ = ~ (dw) ~- :!_ (dw). 
dy dx dx d;r 

Les équations (5) et (6) deviennent, par suite de ces cha1~gements de 
notation, 

(8) !:_ 'dQ) _ .!:_ (dQ)- E 
dy \dx d:c dy - x-n 

(g) :!_ (dQ)- !_ (dQ) = _: (d_ T, dQ _ dT 0 dQ)_· 
dy dx d;i; dy T dy dJ: d.:c dy 

Ces deux équations sont l'e"Spression analytique des deux théorèmes 
prindpaux, relativement à des changements réversibles, lorsque l'état 
du corps est déterminé au moyen de deux variables quelconques. Une 
troisième équation résulte immédiatement des deux précédentes; élle 
est plus simple, .en ce qu'elle ne contient que les deux premières dé­
rivées de Q, savoir 

(10) dT
0
dQ _ dT.dQ _TE 

dy dx dx dy - xy-

§ a. Les trois équations précédentes deviennent excessivement 
simples si l'on prend la température du corps pour: l'une des deux 
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variables indépendantes. Nous écrirons donc .r = T, de sorte que les 
deux variables indépendantes seront la températnreT, et la grandet1rx 
encore indéterminée. Si y= T, il en résulte immédiatement 

dT 
dy =_ I. 

Quant à la dérivée~:, ~n suppose pou; la former que, lorsque x de­

vient x + dx, l'autre variable désignée jusqu'ici par y reste constante. 
Comme cette autre variable n'est maintenant pas autre chose que la 
température T, et qu'on la suppose coustante dans la dérivée, il faudra 
poser 

dT 
dx =o. 

Formons d'abord la différence d'œnvre relative à xT; nous trçm­
vons 

(II) d (dw) -d (dw) 
ErT = dT dx - dx dT ; 

en appliquant cette formule aux équations (8), (g) et (ro), elles de­
viennent 

d (dQ) d (dQ) 
dT ,dx - dx dT = E.,,T, 

(!3) d (dQ) d (dQ) [ dQ 
dT dx - dx dT = T · dx ' 

dQ 
dx = TExT• 

Si, dans l'équation ( I 2 }, on remplace la dérivée ~'}; par le pro­

duit TE.rT, donné par l'équation (r4), et qu'on le différentie par 
rapport à T, comme cela y est indiqué, on obtient l'équation suivante 

:!_ (dQ) = T dExT, 
d.x dT dT 

§ 6. Jusqu'ici nous n'avons pas fait de supposition particulière tou-
47 .. 
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chant les forces e:Xtérieures agissant sur le êorps, et auxquelles l'retivre 
extérieure effectuée se rapporte. Maintenant,. nous càrisidérèrons de-pl us 
près un cas qui se pré.sente fréquemment: c'estcelufoù la seule force 
extérieure existante, ou du moins la seule qui soit assez importante 
pour entrer dans les calculs, est -une pi·ession uniforme et normale à la 
surface du corps. 

Dans ce cas, il n'y a d'œuvre extérieure effecluée que par·un chan­
gement dè volume du corps. Soit p la pression par unité de surface; ie 
travail extérieur effectné_ lorsqoe le vohime v ~·accroît de. dv est 

dW = pd", 

et, par suite, l'œuvre extérieure, c'est-à-dire ce travail extérieur me­
suré en calories, 

dw=Apdv. 

Supposons maintenant que l'état du corps soit déterminé par deux 
variables quelconques x ety; la pression pet le volume v pourrorît 
être considérés comme des fonctions de ces deux variables, x et y. 
Nous pouvons donc écrire l'équation précédente comme ·suit: 

d'où résulte 

dw _ Ap (:dx + :dy )~ · i dw _:_A cl.v, ·· dx Pax 
. dw~A dv. 

dy - p dy. 

S. b · l d dw d dw d l' · ( i nous s~ stituons ces va eurs e dx et e dy ans . express10n . 7 ), 

de E.'t',., et si nous effectuons les différentiations indiquées, en consi­
dérant que 

d 2 v d 2-v 
--=--, 
dxdy dydx 

nous obtenons 

E _ A (dp dv dp dv ) 
:x.r - tl,r' dx-:--- dx' dy. ' 
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Nous avons à appliquer cette valeur de Exy aux éqüations (8) 
et (10). 

Soient x et T les deux variables inMpendantes, nous obtiendr_ons, 
comme dans l'équation précédente, 

(tg) E,,T =A ( dp. d11 _ dp. dv). 
. dT d.r. d.x dT 

On pourra appliquer cette valeur aux. équations ( r ~ ), ( 1 4 ), ( r 5 ). 
L'expression \18) prend les formes les plus simples, lorsque l'on 

considère le volume ou la pression comme l'une des variables, ou' les 
deux à la fois comme les deux variables indépendantes. Il est facile de 
voir que ces suppositions ramènent l'équation (r8) aux formes sui­
vantes: 

(:20) 
dp 

Evy =A-, dy 

dv 
Epy= __,..A dy' 

Evp=A. 

Enfin, on n'aura qu'à remplacer y par T dans les équations (:w) 
et ( 21 ), lorsque l'on voudra choisir la température pot~r l'une des va­
riables indépendantes, dans les cas où le vôlume ou la pression joue 
déjà le rôle de l'autre variable. 

§ 7. Dans les circonstances considérée~ ~i-dessus, où la seule force 
extérieure est une pression superficielle uniforme et normale, les va­
riables indépendantes quel' on choisit le pl us souvent pour déterminer 
l'état du corps sont les grande·urs indiquées à la fin du paragraphe 
précédent, savoir, le volume et la température, ou bien la pression et 
la température, ou enfin le volume et la pression, Les fréquentes ap­
plications des systèmes d'équations relatifs à ces trois cas, m'engagent 
à_ les réunir dans un tableau, lors même qu'on pourrait facilement les 
déduire des équations précédentes. Le premier système est celui que 
j'ai toujours appliqué dans mes Mémoires, lorsque j'ai considéré des 
cas spéciaux. 
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Si l'on choisit Pet T cotmne variables indépe!ldantes,.on obtient 

1 
\ 

d~ (~;) - c~ (~i) =A:~, 
~ (~;) - {~ (:~n = i·~,;, 

dQ =ATdp. 
dv dT' 

:!._ (d Q) __:_ AT d' t. 
dv dT dT2 

Si l'on prend p et T comme variables indépendantes, on a 

~ (dQ) _ .:!_ ·(dQ) __ A cl", 
dT dp dp dT - dT 

d (dQ) d (dQ) r dQ 
dT dp - dp dT = T0 

dp' 

dQ=-AT av, 
dp · dT 

d (dQ) · d 2 v 
dp dT · = - AT dP

0 

Enfin, si v et p sont choisies comme variables indépendances, il vient 

.:!_ (dQ) _ :!:_ (dQ) _A 
dp dv dv dp - ' 

d (dQ) d (dQ) r (dT dQ dT dQ) 
( 2 5) dp dv - dv dp =;_r dp '-;fp- dv 'dp ' 

dT
0
dQ _ ~. dQ =AT. 

dp dv dv dp 

§ 8. Le plus simple des cas auxquels les équations du paragr~phe 
précédent puissent s'appliquer est celui où le corps donné est un 
corps homogène et de même température dans toutes ses parties, sup­
portant unè pression uniforme et normale sur toute sa surface, et qui, 
lors d'un changement de pression et de -température, peut changer 
de volume sans modifier son état d'agrégation (Aggregatzustand}. 

Dans ce cas, la dérivéè -~'.; a une signification physique très~simple. 
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Supposons en effet que le poids du corps soit égal à l'unité de poids: 
cette dérivée représente la chaleur spécifique à volume constant ou à 
pression constante, suivant que l'une ou l'autre de ces quantités est 
regardée comme constante lors de sa formation. 

Dans des cas où les considérations à faire nous obligent à changer 
souvent de variables indépendantes, et où, par suite, il se présente des 
dérivées qui ne diffèrent les unes des autres que par les quantités suppo­
sées constantes dans la différentiation, dans ces cas, disçms-nous, il est 
commode d'indiquer cette différence par un signe extérieur, afin qu'il 
ne soit pas nécessaire de toujours l'indiquer en toutes lettres. Je le ferai 
en mettant la dérivée entre parenthèses, et en écrivant en indice la 
quantité supposée constante dans la différentiation, et _en la surmon­
tant d'un trait horizontal. Les deux dérivées qui représentent la cha­
leur spécifique à volume constant et à pression cm1stante, s'écriront 
donc comme suit: 

De plus, chacune des trois grandeurs, température, volume et pres­
sion, qui dans le cas présent servent à déterminer l'état du corps, doit 
être considérée comme fonction des deux autres; on peut donc former 
les six dérivées suivantes: 

0 

I dp) \dT ;;' 
Dans ces dérivées, on pourrait supprimer les indices qui indiquent la 
grandeur supposée constante dans chaque différentiation, si l'on con­
vient une fois pour toutes que, des trois grandeurs T, P et p, celle-là 
est constante qui ne figure pas dans la dérivée. Cependant, dans l'in­
térêt de la clarté, et parce que dans la suite nous aurons aussi entre les 
mêmes quantités, des dérivées dans lesquelles la quantité supposée con­
stante sera une autre qu'ici, nous conserverons encore les indices, au 
moins dans les premières équations suivantes. 

On facilite lescalculsà effectuer au moyen de ces six dérivées, si l'on 
détermine d'avance leurs relations mutuelles. 

Et d'abord, il est clair que ces six dérivées se groupent en trois 
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paires réciproques l'une de l'autre. Si nous prenons la quantitévcomme 
constante, les deux autres grandeurs T et p sont telles, qi.ie l'une est 
simplenlent_fonction del'autre. Il.en est de même de Tet de v, lorsqùe 
p est constant, et de v et de p lorsqueT est constant. On devra donc 
poser 

I (dp) I ( dT) = àT p-i (dT) 
, dp j; dv P 

~ Afin d'. obtenir en outre les relations de ces trois paires de déi,ivées, 
nous considérerons p comme fonction de T et de v par exemple; alors 
on obtient l'équation différentielle totale 

Si nous voulons appliquer cette équation au cas où p est constant, 
nous aurons a y faire 

dp = o et dv = (:i)PdT, 
d'où résulte 

Sil' on supprime dT, et si l'on divise e_ncore par ( :~ );;' on obtient 

(
dp) ( dv \ (dT) 
d11 T _ clT)-p dp ;; = - 1• 

On peut, au moyen de cette équation et de ceiles (~6), remplacer 
chacune des six dérivées par _un produit, on par, un quo lient de deux 
antres dérivées. 

§ _ 9. Revenons:maintenant à la quantité de chàleur reçue ou donnée 
par le corps considéré. Désignons la chaleur spécifique du corps à vo­
l_ume constant par c, et là c.haleur spécifique à ·pression constante 
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par C; nous avons ainsi, supposé qüe le poids dn éorps soit .égal à 
l'unité, 

(dQ) = c 
dT ; ·' (~~)_=C. 

'P 

De plns, en vertu des équations (23) et (2/i), 

( dQ)' (dp) dv ;r=AT dT ;' (dQ) ( d(J-) - =-AT - . 
dp ·T' dT -. p 

On en tire les équations différentielles totales qui suivent : 

dQ = cdT +AT (:~\.dv, 

dQ =CdT-A.: (:~)P dp. 

La relation des deux chaleurs spécifiques c et C résulte immédiate­
ment de la comparaison de ces_ deux expressioris de d Q. La dernière 
équation, dont les variables indépendantes sont T et p, fournit une 
nouvelle équation entre les variables Tet P. Il n'y a pour cela qu'à coff­
sidérer p comme fonction de _Tet de v, et à écrire 

dp = (:~);dT + (t)"idv. 
L'équation (29) devient, par suite de la substitution de cette valeur, 

dQ = [c - AT(:!!:..). (dp) ] dT- AT ( dv) (dp) dv. 
dT P dT v dT P dv T 

Si maintenant, en application de l'équation (27), on remplace le pro­
duit de deux dérivées, qui figure au second terme ci-dessus, par une 
dérivée unique, il vient . . 

[ 

I dv ) ( dp) J · (c[p ) dQ = C - .AT ~dT P · dT ;; dT +AT dT -/lv. 

Si l'on compare cette expression de dQ aveé celle de l'équation ( 28), 
Tome X (2e série).- NoVElllBRE 1865. 48 
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et si l'on réfléchit qu-e le çoefficient de dT doit être le même dans.les 
deux, on obtient l'équation suivante qui exprime la relation des deti"S 
chaleurs spécifiques: . , _ 

(3o) ( dv) ·(·dp) c=.C-AT - · - · dT - dT -. p I' 

La dérivée (:;);qui s'y trouve, représente la dilatation du corp~ par 

suite del' élévation de température, et peut dans la règle être considérée 

comme comme. Ordinairement l'autre dérivée (:~\·n'est pas con­

nue, pour les solides et les liquides, par suite d'observations directes. 
Mais on peut poser, d'après ( 2.7 ), · 

(dp) _ (:Op 
<iT ;; - - ( dp). • 

dp '.f 

La dérivée qiii s'y trouve en numérateur est celle dont il vient d'èt~·e . . 

question; celle du dénominateur, étant prise avec le signe négatif, i•e~ 
présente la diminution de volume sous l'influence d'une aµgmenta­
tion de pression, autrement dit, la compressibilité. On l'a mesurée di­
rectement pour un certain nombre de liquides. Quant à la compressi­
bilité des solides, on peut la calcu1er approximativement an moyen du 
coefficient d'élasticité. L'équation {3o) devient par suite 

- ~ . . 

- .. (:~)~ 
c - C + AT--....... .!!.:. · 

.. (:)T 
Il faut encore remarquer, en appliquan"t cettê équation à des cal­

culs numériques, que l'unité de volume sous-entendue dans les déri­
vées précédentes est le cube de l'unité <le longueur employée dans la 
détermination du facteur A; l'unité de pression est celle exercée par 
une unité de poids répartie uniformément sur l'unité de surface. C'est 
donc à ces unités qu'il faud:r~ ramener les coefficients de dilatation et 
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de compressibilité, s'ils se rapportent à d'a.utres· uriités, comme èela 
est le èas ord.inaire. · 

·La dérivé~ ·(~v)_ étant toujours négative, il en résulte que la cha-
.. p -T . 

leur spécifique du corps à volume: constant doit toujours être plus 

petite que celle à pression constante. L'autre dérivée (:;)_ est en 
p 

général une grandeur positive. Pour l'eau, elle est nulle à la tempéra-
ture du maximum de densité, et par suite ses deux chaleurs spécifiques 
sont égales à cette température. A toutes les autres températures, tant 
aq-dessus qu'au-dessous du maximum de densité, la çhaleur spécifique 
à volume constant est plus faible que c~lle à pre,c;~ion copstanre, car 

I A 1 d' • ' (dfJ) d • ' • cl d ors meme que a er1vee d_T P ev1ent negat1~~ au- essous e cette 

température, ce changement de signe n'a pourtant pas d'influence sur 
la valeur de la formule, puisque cette dérivée y entre à la seconde 
puissance. 

Les équations ( 28) et ( 29) fournissent facilement pour la quantité Q 
une équation différentielle totale relative aux variables indépendantes p 
et v. Pour l'obtenir, on n'a qu'à considérer T comme fonction de pet 
·de v, et à poser en conséquenée . 

. (dT)· (dT) dT = dp ;dp + dv Pdv. 

Si l'on substitue cette valeu-r dans l'équation (29), il vie1).t 

[ , (dT) -(d") ]d (dT) dQ = C. rip ; - AT dT P. p + C dv Pdv 

. = .(dT). [c - AT ( dv) (dp) ]. d + c (. dT) dv .. 
dn - · dT - dT - p . de, - . 
r V p II'. . 'p 

La différence contenue dans Ja dernière parenthèse à crochet est ég~le 
à c, d'après l'équation ( 3o); ou peut donc écrire: 

. (dT) . (dT) dQ = C dp ; rfp + Ç. r{p p d~. 

48 .. 
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-· § 10. Les trois équations différentielles. totales.( 28), (29) et (32) 
ne remplissent pas la condition d'intégrabilité immédiate, ce qui, pour 
les deux premières, résulte déjà des équations posées ci-dessus. En 
effet, les dernières équations des systèmes ( 23) et (24) deviennent, si 
nous y introduisons les lettres c et.C, 

(33) 
(dC) =_AT (d'v) . 

drp - dT~ - ' T p 

(de) . (d'p) 
dP T . AT dP V' 

tandis que les équations qui· devraient être satisfaites pour· que les 
équations (28) et (29) fussent intégrables, sont 

On prouvera de même, quoique les calculs soient un pe~1 plus longs, 
que l'équation (32) n'e~t pas intégrable llOn plus; cela résulte du r.este 
immédiatement de ce qui précède, puisqu'elle est déduite des équa.; 
lions(28) et(29). 

Ces trois équations sont donc au nombre de ces équations différen­
tielles totales traitées dans l'introduetion à la première partie de ma 
Collection de Mémoires; elles ne peuvent être intégrées que si l'on 
connaît encore une autre relation des variables; il faut donc que la 
voie dès changements éprouvés par le corps soit prescrite d'avance. 

Je me bornerai à indiquer ici,. connue exemple, une seulé des nom­
breuses applications dont les équations (28), (29) et (32) sont suscep­
tibles. Supposons que le volume du corps varie sous l'influence d'~rne 
variation de pression7 sans qu'il reçoive ni ne perde de chaleur, et 
que ce .changement soit réversible. On demande quelle variàtion .de 
volume sera produite dans ces circonstances par une certaine variation 
de pression, et quelle sera la variation de température; ou, plus géné­
ralement, quelles sont les équations qui existeront clans ces circon­
stances entre la ten1pérature, le volume et la tension du corps. 
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. On obtient immédiatement ces équations en posant dQ::::;:: o dans 
les trois équations.sus-indiquées, L'équation ( 28) donne ainsi 

cdT + AT (~T)_ dP = o. 
'f1 ,. 

Si l'on divise cette équation par dP, la fraction~!~ que l'on obtient 

est, dans ce cas particulier, la dérivée de T par rapport à v, que nous 
distinguerons des autres dérivées de T par rapport à f', en ce que nous 

écrirons Q en indice. On obtient ainsi : 

(34) 

On déduit également de l'équation ( 29) 

(35) 

I....'équation (32) donne d'abord 

d'où, en vertu de ( 27), 

(36) 

- -(dT) 
( 

dv) c dp ;; 
dp Q = - ë (dT) ' 

dv -- p 

Sil' on substitue encore dans cette équation Ja valeur de c tirée de ( 31), 
on obtient 

§ 11. Les équatfons des paragraphes précédents prennent des 
formes plus définies et plus simples lorsqu'on les applique à un gaz 
parfait. 
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Dansœ_cas, ou a entre )es grandeurs T, v et p, la loi de Mariotte et 
de Gay-Lussac: .exprimée par l'équàtion · · · · · -

(38) . pv=RT, 

dans laquelle R est une constante·; il en résulte 

(39) l ~~). :: ~;~;, :: 
·En réunissant ces équations aux équations (33), on obtient 

(4o) (de) - -o 
d" T- , (àC) ...:..:.. . -O. 

dp 'T 

Il en résulte que les deux chaleurs spécifiques d'iln gaz parfait ne peu.::.. · 
vent être fonctions que de la température. D'autres considératio:rls, 
dans lesquelles je ne veux pas entrer ici, pèrmettent de conclure que 
ces deux chaleurs spécifiques sont aussi indépendantes de la tempéra­
ture, et qu'elles sont donc constantes. Ce résùltaLe.st confirme par les 
recherches e;.pérîmentales sur la chaleur spécifique à pression con­
stante, que M. Regnault a fafrés .sur les gaz permaneuts. 

Si l'on applique les deux p_remières des équations ( 39) à l'équation 
(3o ), qui exprime la relation des deux chaleurs spécifiques, on obtient 

R R 
c =C-AT-·-· p p 

d'où résulte1 en vertu de l'Équation{38), 

(4r) c=C-AR. 

Les equations (28}, {.29) et (32) déviennent;par l'application des 
deux premières des formules (39), ... 

dQ= cdT + AR!:dv, 
. " 

T 
(42) d~ = CdT_- ARP dp, 

- c . c -
dQ=Rvdp +Rpdv, 
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où l'on peut encore, eil vertu de ( 41 ), remplacer- le produit AR par la 
différence C - c. J'ai déjà fait plusieurs applications de ces équations 
dans mon Mémoire sur la force motrice de la chaleur~ etc., ainsi que 
dans ma Collection de Mémoires, en appendice au Mémoire intitulé ; 
Sur l'application du théorème de l'équil-•alence des transformations 
au lraCJail intérieur. Je nt> m'étendrai donc pas davantage sur ce sujet. 

§ 12. Un autre cas qui présente un intérêt particulier, en raison de 
ses nombreuses applications, est celui où le changement d'état du 
corps est accompagné d'une modification partielle de son état d'agré­
gation. 

Nous admettrons qu'une partie du corps se trouve à un certain état 
<l'agrégation, et le reste à un autre état. On peut supposer comme 
exemple, qu'une partie du corps soit liquide et le reste à l'état de vapeur, 
et que la densité de cette dernière soit justement celle qu'elle prend aa 
-contact du liquide. Les équations à poser comprennent aussi les cas 
où le corps est en partie solide et en partie liquide, ou en partie solide 
et en partie gazeux. 

Pour plus de généralité, nous ne déterminerons pas davantage les 
deux états d'agrégation dont il s'agit, et nous nous contenterons de 
les désigner par le premier et le second état d'agrégation. 

Nous supposons donc qu'une certaine quantité de la matière soit 
renfermée dans un vase de volume connu, et qu'une partie se trouve 
au premier état d'agrégation et le reste au second. Ces quantités sont 
tant à fait déterminées, si les volumes spécifiques de cette matière, aux 
deux états d'agrégation, sont différents à la même température. Si la 
partie qui a le volume spécifique le plus considérable augmente, la 
pression exercée sur les parois du vase, et réciproquement leur réac­
tion sur le corps, augménte aussi; il al'.rivera bientôt un point où la 
pression sera si grande, qu'el1e empêchera tout nouveau changement 
d'agrégation. Lorsque ce point sera atteint, la grandeur des deux 
parties du corps qui se trouvent à des états d'agrégation différents ne 
pourra pins varier dans l'intérieur du vase, tant que la température 
de la masse et son volume, c'est-à-dire la capacité du vase, reste;ont 
invariables. Mais si celle-ci augmente, tandis que la température reste 
constante, fa portion du corps qui se trouve à l'état d'agrégation le 
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plus volumineuxpourras'accoître encore aux dépens de l'autre, jusqü'à 
ce.que la pression où tout nouveau changement· d'agrégation devient 
impossible soit atteinte comme précédemment. · 

La particularité par laquelle ce càs se-distingue des. àutres résulte 
de :ce qu1 précède. Si nous déterminons l'état du corps au. moyen du 
volume total de· Ia masse et de sa température, pris comme. varia:bles 
indépendantes, sa pression ne sera point une fonction de ces deux va­
riables, -mais de la température seulement. Il en est de inême si, au lleu 
du volumé, on prend comme seconde variable'indépendànte' üne 
autre grandeur également susceptible de varier indépendamment de 
la température, et déterminant l'état du corps conjointement avec 
celle..:ci : la pression ne peut pas en dépendré non plus. Dans ce éas, 
les deux grandeurs, tempêrature et pression~ ne peuvent pas être 
prises simultanément pour les deux variables qui déterminent l'état 
du corps. · 

Nous déterminerons donc l'état du corps a.u moyen de. la tempéra-· 
ture T èt d'une autre grandeùr que nous ne fixerons pas:encore, et' que' 
nous désignerons par x. Considérons d'abord la différence.d'œuvre­
re)ative à xT~ donnée par!' expression (rg), 

ExT = A ( dp . élv _ dp •. dv) • 
dT dx dx dT 

D'après ce qui précède, il fatidra y faire t:· = o, d'où résulte 

(43) 
dp dv 

ExT=A-·-· dT dx 

Les trois équations (12), (r~) et (14) deviennent par suite. 

(44) d (dQ) a (dQ) _A dp dv 
- dT . dx . - dx dT - dT • d.c' 

(45) 

(46) dQ .AT dp • dv • 
dx dT d.x ·· 

· § t5. ·A6n de donner à ces équations des fornies -mieu'Jl caracté ... 
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risées, nous désignerons toüte la masse du corps considéré par M; la 
portion qui a déjà passé au deuxième état d'agrégation par m; celle 
qui se trouve encore au premier état sera donc M - m. Nous pren­
drons la grandeur m pour la seconde variable indépendante, qui dé­
terminera l'état du corps conjointement avec sa température absolue T. · 

Désignons par rJ le V!Jlume spécifique (c'est-à-dire le volume par 
nnité de poids) de la matière au premier état d'agrégation, et pars 
celui qn'elle a au deuxième état. Ces deux grandeurs se rapportent à la 
température Tet à la pression correspondante, et, comme celle-ci, elles 
doivent être considérées comme fonctions de la température seulement. 
Si nous désignons le volume de la masse totale par ç, nous aurons 

v = (M - m)o- +ms 

= m(s - o-) +Mo-. 

Désignons la différence ( s - rJ) par u, il vient 

d'où résulte 

(48) 

''=mu+ Mü, 

dv 
dm= ll. 

Appelons r la quantité de chaleur qui doit être communiquée à ce 
corps, pour qn'à la température T, et sous la pression correspondante, 
une unité de poids passe du premier état d'agrégation au second; il 
vient 

(49) dQ=r. 
dm 

Nous voulons en outre introduire la chaleur spécifique de la matière 
à chaque état d'agrégation dans les calCuls. La chaleur spécifique dont 
il s'agit ici n'est ni celle à volume constant, ni celle à pressia'n con­
stante, mais représente la quantité de chaleur nécessaire à l'échauffe­
ment du corps, lorsque sa pression varie avec sa température de la 
manière exigée par les circonstances du cas considéré. Désignons 
cette espèce de chaleur spécifique dans les formules süivantes parc 

Tome X (:i• série). - DÉCEMBRE 1865. 49 
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poqr le premier état d'agrégation, et par h pour le second [""]. On· 
obtient ainsi · · - · 

dQ -
dt = (M - m) c + mh, 

ou, en ordonnant ai\trement~ 

(5o} dQ 
dif:;;;:m.(h-c)+Ml:. 

Les équations t 49) et ( 5o) donnent immédiatement 

~ (dQ) _ dr, .!_ (dQ)-h-c 
dT dm - dl:. àm dT - ·' 

En substituant les valeurs données par les formules ( 48) à ( 5 r ), 
dans les équation.s ( 44 ), ( 45) et ( 46 ), après y avoir éc.rit m à la place 
de x, on obtient -

(52) 

(53) 

(54) 

dr . dp -+c-h-Au-, 
dT - dT 

dr h r 
dT + c- =T' 

r=ATu dp •· 
dT 

Ce- sqiit. les, équatiQPs que j'Gü déjà Œonoées. dans mon premier 
M~moirn stn· la théQrie wé<iaaique de la chaleur,, comme étant les 
équations fondamentales relatives à la formation de la vap·eur. 

Dans les calculs numériques que j'ai effectués touchant l'évapora­
tion de l'ean, je n'ai pas distingué., pour l'état liquide, la chaleur spéci­
fique à pression constante, de celle dont ils' agit dans ces formules. Ce 
proqédé est tQut à faiJ iu~tifiable~, puisque la différe1;i.ce; entre ces deux 
cha.legr~ spécifiqu~s est moindre que les· erreurs d'ohsen~ation dans. 
leu,r détermination e:s;pét;imental~ [·1*]: 

[*J Ainsi, dan_s les formules suivantes, -la: lettre c a une autre signffication que dans 
le11 précédenJes1 où. elle! représentait la chalei:w spécifique du corpii à. voiume consfant• · 

[**} Si pauu t.'eau: à :rno degrés, par exem12le-, on calcule (an moyen des équations 
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Si l'on forme l'équation différentielle totale 

d dQ dQ 
Q= dm dm+ dTdT, 

et si l'on y substitue les valeurs ( 49) et ( 5o),. il vient 

dQ = rdm + [m(h- c) + Mc]dT. 

En mettant donc, poul" h - tJ, la valeur qui résulte de ( 53), on 
obtient 

dQ= rdm+ [m(:;-i)+Mc] dT; 

cette équation peut aussi être écrite comme suit :.-

(55) dQ = d(mr) - ';" dT + McdT, 

ou, plus brièvement encore, 

(56) (m1·) dQ=Td T +McdT. 

Je ne m'étendrai pas davantage sur les applications de ces équations, 
puisque je les ai déjà traitées en détail dans mes premiers Mémoires, 
ainsi que dans celui sur les machines à vapeur. 

§ 14. Toutes les considérations précédentes se rapportent à des 
changements réversibles. Nous voulons encore y faire ent;rer ceux· 
qu'il n'est pas possible de renverser,.. afin d'indiquer, au moins en prinM 
cipe, comment il faut les traiter. 

développées plus haut) la différence entre fa chaleur spécifique à pression constante 
désignée par C, et celle représentée par c dans le texte ·ci-dessus, on trouve 

c - c = 0,00026. 

En admettant donc pour G te chiffre I ,cn3 donné par M. RegnaulL comme résultat de. 
ses expériences, on obtient pour c la valeur 1,01274. On voit que ces deux nombres 
sont si près d'être égaux, que leur différence tombe tout à fait dans les limites des 
erreùrs d'observation. 
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I"'es recherches mathématiques sur les changements non réversibles 
des corps portent surtout sur deux circonstances qui donnent lieu à 
des déterminations de grandeurs toutes particulières. Premièrement~ 
les quantités <le chaleur qu'il faut communiquer au c9rps, ou lui 
soustraire pendant des changements non réversibles, sont différentes de 
celles qu'il faut lui communiquer ou lui soustraire lorsque les mêmes 
changements oî1t lieu d'une manière réversible. Secondement, chaque 
changement non réversible est accompagné d'une transformation non 
compensée, qu'il importe de connaître dans certaines considérations. 

Afin de pouvoir présenter les expressions analytiques relatives à ces 
deux circonstances, il faut que je commence par appeler l'attention 
sur quelques grandeurs contenues dans les équations que j'ai établies. 

L'une d'elles, relative au premier théorème principal, est }!énergie 
du corps dont il a déjà été question au commencement de ce Mémoire~ 
et que nous avons désignée par U dans les équations (I) et (Ia)• On 
peut la déterminer au moyen de l'équatior,i. (la) que l'on peut écrire 

dU=dQ-dw, 

ou bien, en intégrant, 

(58) U=U0 +Q-w. 

U 0 représente l'énergie du corps à un état initial arbitraire; Q repré­
sente la. quantité de chaleur qu'il faut communiqüer au corps, et;w 
l'œuvre extérieure effectuée, pendant que le.corps passe de l'état initia~ 
à l'état actuel, par des changements quelconques qui ont lieu en mode 
réversible. Comme il a été dit plus haut, ce passage peut s~effectuer 
par une infinité de voies différentes, lors même qu'on pose la condition 
que tous les changeme!lts. succes.sifs doivent être réversibles; et parmi 
toutes ces voies} on pourra. choisir celle qui sera la plus commode 
dans les calculs. 

Une antre grandeur, relative au second théorème principal, qui se 
trouve dans l'équation (II4 ), doit aussi être examinée de plus près. 

Si, comme cette équation l'indique, l'intégrale JdTQ doit sj~~Ùulér 
chaque fois que le corps est ramené à l'état initial, quels què soient 
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les états intermédiaires par lesquels il a passé, il faut que l'expression 

dTQ placée sons le signe J soit la différentielle totale d'une quantité qui 

ne dépend que de l'état du corps à l'instant considéré, et non de la 
voie par laquelle il y est arrivé; désignons-la par S, nous aurons 

(59) dS = dQ; 
T 

si nous supposons l'intégration effectuée pour une série quelconque 
de changements réversibles, par lesquels le corps peut passer de l'état 
initial adopté à son état actuel, nous aurons, e~ désignant par 80 la 
valeur de la quantité S correspondant à cet état initial, 

(60) 

Cette équatfon servira à la détermination de S tout à fait comme 
réquation (58) à celle de u. 

J_,a signification physique de la grandeur S a déjà été traitée dans 
mon Mémoire sur l'application du théorème de l'équivalence des 
transjOrmations au travail intérieur. Je transcris ici la seconde équa­
tion fondamet1tale (II) donnée dans ce Mémoire, relative à tous les 
changements réversibles d'un corps; èn y changeant le signe de la 
quantité de chaleur, c'est-à-dire· que maintenant je regarde comme 
positive, non pas la chaleur qui passe du corps à l'extérieur, mais bien 
celle qu'il reçoit de l'extérieur : 

(61) 

Les deux intégrales du second membre sont les valeurs relatives au 
cas qui nous occupe de deux quantités nouvelles introd oites dans ce 
Mémoire-là. 

La lettre H de la première intégrale représente la chaleur existant 
réellement dans le corps; j'ai prouvé qu'elle ne dépend que de sa 
température, et non de l'arrangement de ses particules. Il en résult~ que 

l'expression d: est une différentielle totale, et qu'en l'int.égrant rela-
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tivement au passage du corps. d'un état initial fixé d'avance à l'état 
actuel~ on obtiendra une valeur entièrement détermiuée par cet état 
actuel, sans que le mode de changement du corps doive nécessaire· 
ment être connu. Des motifs exposés· dans ce Mémoire. m'ont fait ap­
peler cette grandeur valeur de transformation (Verwandlungswerth) 
de la chaleur existant dans le corps. . 

Quant à l'état initial qui doit servir de point de départ à l'intPgration,. 
on pourrait facilement se décider pour celui où H esL nul, ce qui 
reviendrait à placer le point de départ au zéro absolu de la tempéra-

ture; mais alors Fintégrale J~ serait infinie. Si donc on veut obte­

nir une valeur finie, il faut partir d'un état initial, auquel la tempéra­
ture a déjà une valeur appréciable; alors l'intégrale ne représentera 
pas la valeur de transformation de toute la chaleur contenue dans le 
corps, mais seulement celle de la chaleur qu'il contient de plus à son 
état actuel qu'à l'élat initial; è'est ce que j'ai e~primé en disant que 
cette intégr~le représente la valeur de transformation de la ch.alem du:. 
corps c.,omptée à partir de· cet état initial. Pour plus de brièveté> nous 
désignerons.' cette grandeur par Y. -

J'ai donné le nom de dis.grégation à la quantité Z qui figure da:usJa: 
seconde intégrale, Elle dépend de l'arrangement des particules <lu. 
corps; la; mesurn d'nu accroiss.eroeut de disgrégation est la valeur 
d'éqnivalellce d.e la tram;fürmatiolJi d'~uvre en cha.leur, qui doit a:vo.ir 
lieu pour ramener le corps à_ l'état primitif,_ qui peut donc retnplaçer 
cet accroissement de disgrégation. On .peut donc dire que la disgréga­
tion est la valeur de transformation de l'arrangement actuel des par~ 
ticules du corps. Comme, pour déterminer la disgrégation, il faut 
aussi partir d'un état initial arbitraire, nous admettrons que ce soit le 
même que cehti dqnt on e~t parti eu, déterminant. la 'Yale.ur de trans-
f0:rroat.ion de ~a. çhal~ur co~ttenue dan!i le çorp&. _ 

La grandeur S dont il a été question est la somme des deux gran­
deurs Y et Z. Considérons. d.e llQu-veau l' équati.o.u (6 r,), et admettons, 
pour plug,de généralité, qu.e l'état ini.ti.al de la modificatio.u du. corps. à 
la.quell.e les intégrales, de cette équation se rapportent, na .soit pas, 
nécessairement le même que celui qui a servi à la déterminat~on <l'e ~ 
et de z, mais qn'll s'agisse d'un changement dont le cq_mmencement 
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soit quelconque, comtne cela peut se présenter dàns une recherche 
spéciale. Alors nous. pourrons écrire cotnme suit les intégrales du 
second membre de celte équation .: 

JdH 
--~Y-Y T - o et J dZ==Z~Z0; 

Y0 et Z0 représentant les valeurs de Y el Z èôrréspondant à l'état ini­
tial. Véquation (6r) devient ainsi 

(62) JdQ 
T = Y + Z - (Y<>+ Z0 ). 

Si l'on pose 

(63) Y+Z=S, 

et 

on obtient l'équation 

(64} 

laquelle n'est, sous une forme un peu différente, que I'"équation (60) 
servant à déterminer la grandeur S. · 

Si l'on cherche un nom caractéristique pour la quantité S, on pour­
rait l'appeler le contenu de transformation du corps, exactement comme 
on a dit que U représente son contenu de chaleur et d'œuvre. Mais 
comme j'estime qu'il vaut mieux tirer des langues anciennes les noms 
de quantités aussi importantes dans la science, afin qu'on puisse les 
employer sans modification dans toutes les langues modemes, je pro­
pose le nom d'entropie~ tiré du grec n Tfo'7l"n, la transformation. C'est 
avec intention qne j'ai formé le mot entropie aussi semblable que pos­
sible au mot énergie> vu que les grandeurs ainsi désignées ont une telle 
parenté, d'"après leur signification physiqüg, qu'une certaine analogie 
m'a paru convenable dans leur dénominationr 

Avaut d'aller plus loin, récapitulons encore une fois les diver5es 
grandeurs dont il a: été· question da:ns· ce Mémoire, et qui ôti r été inrro .. 
duites par la théorie mécani'qne de la chaleur, oü qui du nioiriS' en ont 
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reçu une signification différente; elles ont toutes cela. de commun, 
qu'elles sont déterminées par l'état actuel du. corp~, indépe~1.d~mm~nt 
.de la manière dont il y est parvenu. Ce sont les six· suivantes :.1° le 
contenu de chaleur; 2° le contenu d'œuvre; 3° leur somme, c'est-à-dire 
le contenu de chaleur et d'œur;re on 1' énergie; - 4° la valeur de trans­
formation du contenu de clzaleur; 5° la disgrégation., qu'il faut consi­
dé.rer colllme la valeur de transformation de l'arrangement actuel 
des particules du corps; 6° la somme de ces deux dernières quantités,, 
c'est-à-dire le contenu de traniformation ou ]~entropie. 

§ 15. Pour déterminer l'énergie et l'entropie dans des cas particu­
liers, on fera usage des équations (57) et (59) ou (58) et (60),. ainsi 
que des diverses valeurs de dQ données plus haut. Je ne traiterai ici 
que quelques cas simples en guise d'exemples. · 

Considérons un corps homogène et de même température dans toutes 
ses parties, soumis à une "pression extérieure uniforme et normàle exer­
cée sur toute sa surface; admettons en outre que son poids _soit égal 
à l'unité et que, lors d'une variation de température et de pression, il 
puisse changer de volume sans éprouver de changement d'état d'agré­
gation. Dans ces conditions, nous ponrrons faire usage des valeurs 
de dQ données par les équations (28), (29) et (32), § 9. Ces équations 
contiennent les deux chaleurs spécifiques c et C, à volume et à pres:­
sion constants. Comme la dernière est ordinairement celle. que J' on a 
déterminée par expérience directe, nous appliquerons·}' équatiof! ( 2g) 
dans la9uelle elle se trouve, · 

dQ=CdT-AT :~dp [~]. 

Quant à l'œuvre extérieure, on au~a pou~ un phangement d'état in-

[*]Je remplace ici le signe(:~)-, empl~yé dans l'équation (29), simplement par 
p . 

d
dv , en négligeant l'indice, vu qu'e dans le cas oli T et p sont les seules variables indé-T . 
pendantes qui entrent en considération, il est clair que si l'on différentie par rapport 

à T, l'autre variable p est regardée comme constante •. 
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finiment petit, dans lequel le volume varie de dP, 

dw=ApdP. 

393 

Et si l'on choisit T et p comme variables indépendantes, on pourra 
écrire cette équation comme suit : 

(
di> dv ) dw=Ap dT dT+ dp dp · 

Si l'on applique ces expressions de dQ et de dw aux éq'uations (57) 
et ( 59), on obtient 

(65) 
dU= (c-Ap dv)dT-A(T dv +pd")dp, 
· dT . dT dp 

dS=~dT-A dv dp. . T dT • 

On recomiaît facilement, au moyen de la dernière des équations (33), 
savoir 

dC d 2 v 

dp = - AT d'P' 

que ces deux équations différentielles totales sont intégrables sans 
qu'il soit nécessaire d'admettre encore de nouvelles relations entre les 
variables. En effectuant l'intégration, on obtient pour U et S des ex­
pressions dont chacune ne contient plus qu'une seule constante indé­
terminée, à savoir la valeur de U ou de S, à l'état initial choisi comme 
point de départ de l'intégration. 

Les équations se simplifient si le corps considéré est un gaz parfait. 
On peut les obtenir, on en combinant les équations (65) avec la loi 
de Mariotte et de Gay-Lussac,· P" = RT; ou bien en substituant, dans 
les équations ( 57) et ( 59 ), une des valeurs de dQ obtenues pour les 
gaz parfaits dans les équations ( 42), et en y remplaçant eu même temps 

dw par l'une des trois expressions AR ~ dv, AR ( dT - ~ dp), A pdv. 

Si l'on choisit la première dès équations (42 ), qui est la plus commode 
Tom;:i X (26 série).- DÉCEltlllRE rS65. 5o 
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dans le cas actuel, il vient 

(66) l dU = cdT, 
dT d" 

dS = c-+AR-· 
T " 

Ces équations peuvent être intégrées immédiatement, puisque c et AR 

sont des constantes; en désignant par U 0 et 80 les valeurs initiales de U 
et de S, correspondantes à T ......... T0 et à v = v0 , l'on obtient 

{ U = U 0 + c (T- T0 ), 

J T P 
l S=S0 +clog-+ARlog-· 
\ T 0 Po 

Nous nous occuperons encore d'un dernier cas spécial, de celui ~u­
quel se rapportent les §§ 1.2 et 1.5. Dans ce cas, le corps considéré 
est une masse M, dont une partie M - m se trouve à ttn certain état 
d'agrégation, et dont l'autre partie m se trouve à un état différent, la 
pression à laquelle toute la masse est soumise ne dépendant que de la 
température. 

Nous supposons que toute la masse M se trouve d'abord au premier 
état d'agrégation, et qu'elle ait la température T0 , ain!li que la tension 
correspondante à cette température. Soient de plus UQ et 80 les valeurs 
del' énergie et de l'entropie du corps à cet état initial. Cela posé, nous 
voulons admettre que le corps passe de son état initial a son état final 
de la manière suivante ·~ Il sera d'abord chauffé de T0 à T7 toute la 
masse restant au premier état d'agrégation;· pendant cette première 
opération, la pression doit varier de telle sorte qu'à chaque instant elle 
corresponde à la température. Ensuite, à cette tèmpérature T, une 
partie m de la masse M passera du premier état d'agrégation au se­
cond. Nous considérerons séparément ces deux changements en faisant 
usage de la notation indiquée dan:; le § 15. 

Pour le premier changement, à savoir le changementde température, 
on aura à appliquer l'équation 

dQ=McdT. 

Le facteur' c du aecond membre représel'lte la chaletlr 'Spécifique du 
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corps au premier état d'agrégation, pour le cas où la pression varie de 
la manière indiquée pendant le changement de température. D'après 
]a remarque faite au sujet de cette grandeur dans la note du § 1.5, on 
peut, sans scrupule, faire usage de la chaleur spécifique à pression 
constante du corps liquide ou solide, Jorsque le premier état d'agréga­
tion est l'état liquide ou l'état solide, et Je second l'état gazeux. Ce 
n'est que lorsqu'il s'agit de températures très-élevées, où la tension de 
la vapeur augmente très-rapidement avec la température, que la diffé­
rence entre la chaleur spécifique c et celle à pression constante peut 
devenir assez sensible pour qu'il faille en tenir compte dans des calculs 
numériques. Comme l'accroissement de température dT produit un ac-

croissement de volume M ~; dT, correspondant à une œuvre exté-

rieure exprimée par MA p :; dT, il résulte de l'équation précédente 

dU=M(c-Ap~;)aT, 
dS=M~dT. 

On a, pour le changement d'état d'agrégation qui se produit à la 
température T, 

dQ = rdnz. 

Comme un accroissement dm de la masse au deuxième état d'agréga­
tion produit un accroissement de volume udm, et par suite une œuvre 
extérieure représentée par Apudm, il vient 

dU = (r-Apu) dm; 

pour remplacer la quantité u par une autre quantité mieux déter­
minée par l'expérience, appliquons l'équation (54), d'après laquelle 
Oll a 

il vient 

r 
Au=-,-; ap 

T dT 

dU = r(1 - ~lp) dm. 
T- -

dT 

5o .. 
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En même temps l'expression de dQ donne pour dS 

Les deux équations différentielles. relatives au pre111i!3r phénomène 
doiveut être intégrées par rapport à T, de T0 jusqu'à T, et les den~ 
dernières, qui se rapportent au second phénomène, par rapport à m, 
de o jusqu'à m; on obtient ainsi 

(68) 

§ 16. Admettons maintenant que les quantités U et S aient été dé­
terminées, pour les divers états d'un corps, par l'une des méthodes 
précédentes; les équations relatives aux changements non réversibles 
pourront être écrites immédiatement. · 

La première équation fondamentale (Ia) et l'équation ( 58 ), qui en 
a été tirée par intégration, et que nous écrirons comme süit: 

(69) 

se rapportent aussi bien aux changements non réversibles qu'aux 
changements réversi.lJles. La différence ne consiste qu'en ce que l\envre 
extérieure w, qui se trouve dans le second membre, a uné valeur dif­
férente dans le cas d'un changement non réversible que dans celui où 
le même changement a lieu d'une manière réversible. Il n'y a pas de 
différence p::ireille à signaler touchant la différence U - U 0 , dont la 
valeur ne dépend que des états extrêmes du corps, et non du mode de 
passage. Il n'est donc nécessaire de tenir compte de ce mode de pas­
sage qu'au tant qu'il le faut pour déterminer l 'œuvre extérieure effectuée 
pendant ce changement d'état; en ajoutant cette œuvre extérieure à la 
différence u - ul>, on obtient ]a quantité de chaleur cherchée que Je 
corps doit recevoir pendant son changement.· 

Quant à la traneformation non compensée qui se produit lors d'un 
changement non réversible, on l'obtient de la manière suivante. 
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L'expression de la transformation non compensée N qui peut se pro· 
<luire dans une série circulaire de changements· est donnée dans 
l'équation (11) de mon Mémoire « sur une forme nouvelle du second 
théorème principal de la théorie mécanique de la chaleur» [-i<]. Si nous 
changeons dans cette équation le signe de la différentielle d Q, parce 
qu'ici nous considérons comme positive non pas la chaleur passant du 
corps à l'extérieur, mais bien celle qu'il reçoit de l'extérieur, elle 
devient 

N= - !di· 
Si maintenant le corps éprouve un ou plusieurs changements ne 

constituant pas une série circulaire1 mais amenant le corps à un état 
final différent de son état initial, on pourra en faire une série circu­
laire après coup, en ajoutant des changements qui ramènent le corps 
de l'état final qu'il a atteint à son état initial. Nous admettrons que les 
changements ajoutés soient effectués d'une manière réversible. 

Si nouS- appliquons l'équation (70) à cette série circulaire de 
changements, nous pourrons séparer l'intégrale qui s'y trouve en 
deux parties, la première se rapportant aux changements donnés qui 
amènent le corps de l'état initial à l'état final, tandis que la seconde 
sera relative aux changements que nous avons ajoutés pour ramener le 
corps de l'état final à l'état initial. Nous écrirons ces deux parties en 
deux intégrales séparées, et nous distinguerons la seconde, relative au 
retour, par l'indice r placé sous le signe de l'intégration.L'équation (70) 
devient ainsi 

N = - JdTQ - f c~~· 
Le retour s'effeètnant d'une manière réversible, nous pouvons appli­

quer l'équation (64) à la deuxième intégrale, avec cette seule diffé­
rence que si 80 désigne l'entropie de l'état initial, et Scelle de l'état 
final, il faudra changer le signe de la différence S - S0 , et écrire 80 - S, 

[* J Annales cle Poggendorff, t. XCIII, p. 499; Collection de mes :Mémoires, 
première partie, p. 145; Journal de Liourille, t. XX, p. 79· 
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parce qt;te l'intégrale en question doit être prise en sens contrairé, de 
1' état final à l'état initial. Nous avons donc à écrire 

·ldTQ =81>_-S. , 

L'équation précédente devient, par suite de cette substitution, 

N=S-S -JdQ. 
o T 

J,a grandeur N déterminée de cette manière représente première­
ment la transformation non compensée produite dans tonte la série 
circulaire de changements. Mais comme la somme des transforma-.. 
tions produites par des change.ments réversibles est égale à zéro, 
qu'ainsi ils ne donnent lieu à aucune_ transformation non ~()mpensée, 
le retour supposé révei:si_ble n'augmente en rien la transformation 
de cette espèce, et la grandeur N représente p:ir conséquent la trans­
formation non compensée que l'on cherche, produite pen~ant le pas­
sage du corps de l'étal initial à l'état finat. La différence S - S0 , qui 
figure dans l'expression obtenue, est entièrement déterminée si les 
deux états extrêmes sont donnés; ce n'est que dans ]a formation de 

l'intégrale J dTQ qu'il faut tenir compte de la manière dont le corps a 

passé d'un état à l'autre. 

§ 17. Pour terminer, qn1il me soit encore permis de <lire quelques 
mots sur une question qui, il est vrai, ne peut être traitée ici d'une 
manière complète, parce que les développements nécessaires seraieùt 
beaucoup trop étendus. Je crois cependant que le court exposé que je 
vais en faire ne sera pas dépourva d'interêt, vu qu'il peut contribuer 
à faire ressortir l'importance générale des quantités que j':ii introduites 
en formulant le second théorème principal de la théorie mécanique 
de la chaleur. · 

Dans la forme· que je lui ai donnée7 ce second théorème exprime 
en son~me que toutes les transformations qui_ ont lieu dans la nature 
peuvent se produire d'elles-mêmes, c'est-à-dire sans c.ompensatïon, 
dans un certain sens que j'ai regardé comme positif, m:;tis qu'elles ne: 
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peuvent s'effectuer dans le sens contraire ou négatif, que lorsqu'elles 
sont compensées par d'autres transformations positives et simultanées. 
L'application de ce théorème à l'univers entier conduit à une conclu­
sion sur laquelle M. Thomson a déjà appelé l'attèntion ['"], et dont 
j'ai parlé dans un Mémoire publié récemment [''""]. Si, dans tous les 
changements d'état qui se produisent dans l'univers1 les transforma­
tions effectnées dans un certain sens surpassent celles qui se produisent 
en sens contraire, il faut que l'état de l'univers se modifie de plus en 
plus dans le premier sens, c'est-à-dire qu'il tende d'une manière con­
tinue vers un état limite. 

Il s'agit maintenant de savoir comment on pe~It définir cet état 
limite d'une manière simple et pourtant caractéristique. On peut y 
arriver en considérant, ainsi que je l'ai fait, les transformations comme 
des grandeurs mathématiques dont on peut calculer les valeurs d'équi­
valence, et que l'on peut réunir en une somme par addition algébrique. 

Dans mes précédents Mémoires, j'ai fait des calculs de cette espèce 
relativement à la chaleur existant dans les corps, et à l'arrangement 
des particules du corps. Il en est résulté pour chaque corps deux 
grandeurs, la valeur de transformation de son contenu de chaleur et 
sa disgrégation, dont la somme constitue son entropie. Mais ainsi le 
sujet n'est pas épuisé, car il faut encore étendre les considérations à 
]a chaleur rayonnante, ou, en d'autres termes, à la chaleur répandue 
dans l'espace sous la forme des mouvements ondulatoires de l'éther, et 
enfin .à d'autres mouvements que l'on ne peut pas comprendre sous 
le nom de chaleur. 

On en finirait rapidement avec ces derniers, pour autant du moins 
qu'il s'agit de mouvements de masses pondérables, vu que des consi­
dérations simples conduisent à la conclusion suivante : Si une masse 
(assez grande pour qu'en lui comparant un atome celui-ci puisse être 
considéré comme infiniment petit) se meut d'une seule pièce, la valeur 
de transformation de ce mouvement peut être considérée de même 
comme infiniment petite relativement à sa force vive; d'où il résulte 

[*] Philosopllical Magazine, 4e série, t. IV, p. 304. 

[**] Annales de Poggendorff, t. CXXI, p. 1, et Collection de mes Mémoires, 
)Jremière partie, Mémoire VIII. 
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que si un mouvement pareil se transforme e:n chaleur par si.lite d'une 
résistance passive quelconque, la vale~ir d'équivalence de la transfor­
mation· non compensée produite par ce phénomène est simplement 
représentée par la valeur de transformation de la chaleur produite.: La 
chaleur rayonnante ne peut pas être traitée aussi brièvement, parce 
qu'il faut encore rècourir à certaines considérations particulières pom,. 
pouvoir indiquer de quelle manière on peut déterminer sa valeur de 
transformation; Qnoique j'aie déjà ·parlé de la chaleur rnyonnante au 
point de vue de la théorie mécanique de la chaleur dans le Mémoire 
publié récemment, que j'ai citf) tout à l'heure, je ·n'y ai pourtant pas 
abordé la question dont il s'agit ici, vu que je n'avais qu'à établir 
qu'il n'y a point de contradiction entre les lois de la chalem• rayon,­
nante et un principe que j'ai admis dans la thermodynamique. Je me 
rést>rve pour plus tard de faire de la thermodynamique, et surtout dü 
théorème de l'équivalence des transformations, une application spéciale 
à la chaleur rayonnante. · 

Pour le mom.ent, je me bornerai à indiquer uh résultat que l'on 
peut exprimer c.omme suit ~Si l'on suppose qu'en tenant compte; de 
toutes les circonstances, on ait formé pour l'univers entier la grandem• 
que j'ai nommée entropie relativement à chaque corps particulier, et si 

l'on applique en même temps l'autre idée plus simple de rénef'gie, on 
pourra exprimer comme suit les deux lois fondamentales de Fu.hivers, 
qui correspondent aux deux théorèmes principatJx de la théorie méca­
nique de la chaleur : 

1. L'énergie de l'uni11ers est constante. 
~. L'entropie de l'unfvers tend vers un maximum. 

iiii ~ 3 




