
5.

Studien Uber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft
zwischen bewegten materiellen Punkten.1)

(Wien. Ber. 58. S. 517—560. 1868.)

Samtliche bisher entwickelten Prinzipe der analytischen
Mechanik beschranken sich auf den "Obergang eines Systems
materieller Punkte aus einem bestimmten Zustand in einen
andern, wogegen man iiber die Gesetze des Wechsels der
Lage und Geschwindigkeiten derartiger materieller Punkte,
wenn sie langere Zeit- sich selbst iiberlassen in Bewegung sind,
mit Ausnahme weniger, die Tbeorie der idealen Gase be-
treffender Theoreme noch fast gar nicbts weiB. Es mag dies
die Hauptursacbe sein, warum die Lehrsatze der mechanischen
Warmetbeorie, die sicb ja auf derartige Bewegungen bezieben,
bisber so unzusammenhangend und in ihrer analytiscben Be-
griindung so mangelhaft geblieben sind. Icb will im folgen-
den zuerst mebrere hierhergehorige Beispiele ausrecbnen und
scblieBlicb ein allgemeines Theorem fur die Wahrscbeinlichkeit
der verscbiedenen Lagen und Geschwindigkeiten derartiger
bewegter materieller Punkte aufstellen.

I. Betrachtung unendlich vieler materieller Punkte.

1.
Es befinden sich unendlich viele elastische Kreise von

gleicher Masse und GroBe und gegen ibre mittleren Wege
verscbwindendem Durchmesser in einer Ebene. Ahnliche weit
allgemeinere Probleme wurden zwar bereits von Maxwell
(Phil. mag. march 1868) aufgelost; allein teils der Vollstandig-
keit halber, teils auch, weil Maxwells Deduktion wegen ibrer
groBen Kurze schwer verstandlich ist und durch einen Druck-

1 Vorlaufiger Bericht. Wien. Anz. 6. S. 196. 8. Oktober 1868.
Boltzmann, Gesammelte wissenscb. Abhandl. I. 4
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50 5. Studien iiber das Gleichgewicht der Iebendigen Kraft usw.

fehler (in den Formeln (20) und (21) soil es statt d A"2, dF
heiBen) nock schwerer verstandlich wird, soil dieses einfachste
aller hierher gehorigen Probleme nochmals behandelt werden.
Es ist von selbst klar, daB in diesem Falle jeder Punkt der
Ebene als Ort fur das Zentrum irgend eines der elasti-
schen Kreise und jede Eichtung fur die Geschwindigkeits-
richtung desselben gleich wahrscheinlich ist, und ist daher
nur noch die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen GroBen
der Geschwindigkeiten zu suchen. Sei g>(c)dc die Summe der
Zeitmomente, wahrend welcher die Geschwindigkeit irgend
eines Kreises im Verlaufe einer sehr groBen Zeit zwischen c
und c + dc liegt, dividiert durch diese sehr groBe Zeit, also
die Wahrscheinlichkeit, daB c zwischen c und c + dc liegt,
und N die Anzahl der Kreise, deren Centra sich durchnittlich
in der Flacheneinheit befinden, so ist

N tp (c) d c
die Anzahl der Kreise in der Flacheneinheit, deren Geschwindig-
keiten zwischen c und c + dc liegen. Betrachten wir nun irgend

Fig. l.

einen Kreis,, den ich den Kreis / nenne, und dessen Ge-
schwindigkeit cx durch OAi; Fig. 1, in GroBe und Eichtung
dargestellt werde. Derselbe soil nut einem anderen, dem
Kreise K zusammenstoBen; die Geschwindigkeit des letzteren ck
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5. Studien uber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 51

sei durch 0 Ak reprasentiert, 0 X sei die Verbindungslinie der
Centra beider Kreise im Momente des ZusammenstoBes und /?
der Winkel beider Geschwindigkeiten cx und ck, so bleiben
die Komponenten der Geschwindigkeiten beider Kreise senk-
recht auf OX ungeandert, die parallel OX dagegen werden,
da wir beide Massen gleich annahmen, einfach vertauscht;
wir finden daher die Geschwindigkeiten der Kreise nach
dem StoB, indem wir A1A1' parallel OX ziehen und das
Rechteck A1 A^ Ak Jk' konstruieren. 0 A( = cx' und 0 Ak — ck

sind dann die neuen Geschwindigkeiten: /S' sei ihr Winkel.
Ziehen wir noch die beiden Diagonalen des Rechtecks Ax Ak und
Aj1Ak, welche uns die relative Geschwindigkeit g der beiden
Kreise vor und nach dem StoBe vorstellen und bezeichnen den
Winkel der Geraden A1 Ak und 0 X mit y, den der Geraden
A(Ak und OX mit y', so findet man leicht:

•

c',a = c \ sin2 y + cl cos2 y — 2 cx ck sin y cos y sin /?

c&2 = c\ cos2y + c* sin2 y -\-2cxck sin y cos y sin /5

(o2 — cj) sin f cosy—ct Ci(cos2y—sin2f) sin^ Vc'^c'^ —efe^.coi

°' ~ Ci ck cos ^ ~ ctck cos (?

Cj cfc cos /? = cx' cfc' cos /S'-; / = JT — y.

Es fragt sich nun zuerst, zwischen welchen Grenzen cx',

/

F

'c

Fig. 2. Fig. 3.

ck usw. liegen werden, wenn die Grenzen der entsprechenden
GroBen vor dem StoBe gegeben sind. Zu diesem Zwecke
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52 5. Studien tiber das Gleicbgewicht der lebendigen Kraft uaw.

denken wir uns alle vorkommenden GroBen durch clf ck, g
und y ausgedriickt und verschaffen uns die Grenzen, zwischen
denen clf ck, g und / liegen sollen, in folgender Weise:

1. Wir lassen g und Y Constant, so bleibt auch Y' Con-
stant, und andern cx und ck so, daB Cj' konstant bleibt, ck'
aber urn dck wachst. In Fig. 2 ist cx als Abszisse, ck als
Ordinate, in Fig. 3 cx' als Abszisse, ck als Ordinate eines
Punktes aufgetragen. Dieser Punkt beschreibt wahrend unseres
Prozesses in Fig. 2 den Weg AB, in Fig. 3 den Weg A' B = dck;
dabei ist der Zuwachs von ck gegeben durch die Gleichungen:

0 = (cjSin2^—c^sin/cos/sin/?—CjCjSinycosycos/Sj^-jrfCj -f

-f ( —fjSinycosysin/S+CjCOS2/—CjCjSinycos/cos/?^) dck,

d c^J

(2)

j ^ j dck,

welche durch Differentiation der 2. und 3. der Gleichungen (1)
mit Kucksicht darauf, daB /? Funktion von c1} ck und g ist,
gebildet wurden. In Fig. 2 ist dck durch die von A auf eine
durch B parallel zur Abszissenachse gezogene Gerade ED
gefallte Senkrechte AE dargestellt.

2. g und Y bleiben konstant und wir lassen fiir jeden
Punkt der Linie AB bei konstantem ck, cx um dcx wachsen;
dadurch verschiebt sich AB nach CD und man bestreicht das
ganze Parallelogramm ABDC. Dagegen mag der cx' und ck

reprasentierende Punkt das Parallelogramm .4'i?'C'.//bestreichen.
Dann ist fiir jeden Punkt der Linie A' B' dc^ durch die von
A' auf C D' gefallte Senkrechte A' G' gegeben und es ist wegen
der Unveranderlichkeit von ck

CjSin2/— cfcsin/cosysin/? — CJCJsinycos/cos/y^j dcv

3. Wir lassen fiir alle Punkte beider Parallelogramme, also
fiir jedes konstante cx und ck, g zwischen y und g-\-dg variieren.
Ich will dies wieder und zwar in Fig. 4 geometrisch ver-
sinnlichen. Sei 0 Av wie in Fig. 1, die Geschwindigkeit cv
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5. Studien uber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 53

0 Ak die Geschwindigkeit ck, Ax Ak die relative Geschwindig-
keit g; so verandert sich bei der unter Nr. 2 Terzeichneten
Variation ck so, daB g konstant bleibt, also Ak sich langs der
Linie AkL _L Ax Ak be-
wegt; Ak £ ist also iden-
tisch mit der in Fig. 2
durcb A B dargestellten
Veranderung. Gegen-
wartig aber soil sich Ak

so bewegen, daB ck kon-
stant bleibt, also langs
AkM± 0 Ak. Indem
jeder Punkt der Linie
AkL eine Parallele zu
AkMbeschreibt, wird das
ganze Parallelogramm
AkLNM bestrichen. In
demselben stellt AhP, die Verlangerung von 0 Ak, das Differen-
tial dck; AkQ, die Verlangerung von A1 Ak, das Differential dg
vor. Die Flache, die dabei der Endpunkt von ck bestreicht, ist

Fig. 4.

AkLNM--

wenn « der Winkel OAkA1, also

dckdg
sine '

ist. Man kann zur Versinnlichung, daB der Endpunkt von ck

dieses Parallelogramm fur jeden "Wert von cx beschreiben
muB, die Figg. 2 und 4 vereinigen, indem man uber ABJDC
ein Parallelepiped //' konstruiert, dessen Durchschnitte senk-
recbt zur Ebene der Zeichnung kongruent mit Ak L NM sind
wobei naturlich AE mit AkP (beide = dck bei konstantem g)
zusammenfallen muB. Das Volum dieses Parallelepipeds ist
dann das Produkt der drei Differentiale dcxdekdgjsine. Fiir
die entsprechenden GroBen nach dem StoBe (Fig. 5) bleibt dg
dasselbe, weil ja die relative Geschwindigkeit durch den StoB
niemals geandert wird. Bei der Veranderung von ck bei kon-
stantem g beschreibt Ak' wieder eine auf A( Ak senkrechte
Linie Ak'U und die Projektion von Ak'L' auf OAk, namlich
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54 5. Studien iiber das G-leichgewicht der lebendigen Kraft usw.

Ak F, ist wieder dck; bei der Variation von g andert sich
aber auch ck; die dabei beschriebene Linie Ak M' steht daher

Fig. 5.

im allgemeinen nicht auf 0 Ak senkrecht. Das Differential dg
ist aber wieder gegeben durch Ak Q' ± Ak'L' und der Flachen-
raum des gesamten bestrichenen Parallelogramms ist:

A'l'N'M = A'L'SQ' = <^J^.k * ^ sinssins

Er kann in gleicber Weise wie AkLNM mit A'B'D'C
zu einem Parallelepiped W vereinigt werden. Endlich

4. Wir lassen y fur jedes konstant gedachte clf ck und^r
zwischen den Grenzen / und y + dy variieren. Dabei andert
sich y' wegen der letzten der Gleichungen (1) ebenfalls um dy,
denn es ist dy' = — dy, und auf das Zeichen kommt hier
begreiflicherweise gar nichts an. Den Inbegriff aller jener
Werte der vier Variabeln cx, ck, g und y, welche hierdurch
entstehen, da8 fur jeden durch einen Punkt des in Nr. 3 er-
wahnten Parallelepipeds IV reprasentierten Wert von cx, ck

und g auch noch y zwischen y und y + dy liegt, bezeichne
ich kurz als die zwischen den ersten Grenzen liegenden Werte
dieser Variabeln. Ebenso bezeichne ich die durch das Parallel-
epiped W dargestellten Werte, wo auBerdem noch y zwischen
y und y -\- dy liegt, als die zwischen den zweiten Grenzen
liegenden. Sobald vor einem ZusammenstoBe die Werte der
Variabeln zwischen den ersten Grenzen lagen, werden sie nach
demselben zwischen den zweiten liegen und umgekehrt. Wenn
daher der Kreis I ebensooft mit Kreisen K so zusammenstoBt,
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5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 55

daB vor dem StoBe die Variabeln zwischen den ersten Grenzen
liegen, also so, daB dieselben vor dem StoBe zwischen den
zweiten G-renzen liegen, so werden ebensooft die ersten Werte
der Variabeln in die zweiten umgewandelt als umgekehrt und
es wird daher, wenn dies fiir alle Wertepaare der Variabeln
und alle Kreise gilt, die Verteilung der Geschwindigkeiten
durch die ZusammenstoBe nicht geandert; sie ist also die ge-
suchte. Die Anzahl der ersteren ZusammenstoBe heiBe J, die
der letzteren / ' ; um sie zu bestimmen, denken wir uns um den
Mittelpunkt des Kreises / mit dem doppelten Eadius der Kreise
einen Kreis II beschrieben (Fig. 6), der sich mit / fortbewegt,

Fig. 6.

so findet ein ZusammenstoB mit dem Kreise A' statt, sobald
dessen Zentrum innerhalb des Kreises II eintritt. Sei nun
Ax Ak die Richtung von g, so konstruieren wir zwei Kadien A1 B
und Ax C, die mit Al Ak die Winkel y und y + dy machen;
ferner machen wir B 3 = gt, so beschreibt wahrend der Zeit t
der Mittelpunkt des Kreises I den Weggt = BD relativ gegen
die Kreise K, daher durchlauft die Linie B C das Parallelo-
gramm BCEB — Ecosydy.gt relativ gegen K, wo R der
Kadius des Kreises II, also der Durchmesser eines der Kreise I
oder A" ist. Es fragt sich nur noch um die Zeit t, wahrend
welcher die Geschwindigkeit des Kreises / zwischen den an-
genommenen Grenzen liegt, sowie um die Anzahl der Kreise K,
deren Geschwindigkeiten ck innerhalb der durch AkLNM dar-
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56 5. Studien tiber das Gleicbgewicht der lebendigen Kraft usw.

gestellten Grenzen und deren Centra in diesem Parallelo-
gramm BCED liegen. Denn mit alien diesen wird der
Kreis / in der Zeiteinheit zwischen den gegebenen Grenzen
zusanimenstoBen. y wird dabei von 0 bis 2 % gezahlt; sonst ist
eine identische Konstruktion auf der anderen Seite von A1 Ak zu
macben. Die Zeit, wahrend welcber c: zwischen cx und cx + dcx

liegt, ist cp(c^dcv Nun liegt zwar cx nicht fiir alle ck zwischen
diesen Grenzen, sondern z. B. fur cfc = cs + rfcft, wo A die
Linie BD Fig. 2 beschreibt, zwischen cx -\-BE und cx +BE+dc1.
Allein nach denGrundsatzen der Koordinatentransformation kann
man, sobald nur die Differenz beider Grenzwerte immer gleich
(hier immer = dcx) ist und natiirlich beide immer unendlich
wenig von ct abstehen, statt dieser Grenzen immer cx und
Cj + dcx setzen, ohne das Eesultat zu verandern. Mit andern
Worten, die Wahrscheinlichkeit, daB cx und ck zwischen ge-
wissen in Fig. 2 durch eine unendlich kleine Flache dar-
gestellten Grenzen liegen, ist nur abhangig von dem Orte und
der GroBe dieser Flache, nicht aber von ihrer Gestalt; also
gleich fur ABJDC und A HFC. Es kann daher die Zeit t,
wahrend welcher die Geschwindigkeit des Kreiaes I zwischen
den angenommenen Grenzen liegt, gleich (p^d^ gesetzt
werden und ist daher in Fig. 6 das Parallelogramm

BCED = Rcosydyfft = Rcosydygcp{c^dcx.
Die Anzahl der Centra der Kreise in der Flacheneinheit,

deren Geschwindigkeiten zwischen ck und ck + dck liegen, ist
Ncp[ck)dck. Die Endpunkte ihrer Geschwindigkeiten wiirden
in Fig. 4 in einen Kreisring, mit dem Zentrum 0, dem Ea-
dius ck und der Breite dck fallen und da selbstverstandlich
fiir die Eichtung von ck jede Eichtung in der Ebene gleich
wahrscheinlich ist, so verhalt sich die Zahl der Kreise, deren
Geschwindigkeiten ihren Endpunkt in jenem Einge haben,
zur Zahl jener, die ihren Endpunkt in AkLNM haben, wie
die Flache jenes Einges zur Flache AkLNM} also wie

* * sin e '
sie ist also

Nq>(ek)dckdg .
2 n Ck sin e '

die Anzabl derartiger Kreise in der Flache BC ED in Fig. 6
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5. Studien fiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 57

wird gefunden, indem man noch mit der GroBe dieser Flache
multipliziert, 1st also:

Rcosy dyg<p(c,)det Ng>{ek)dckdg _ j
2nck sin 8

In derselben Weise findet man
j , _ Rcosy'df'gg>(c,Qdct' N<p{ek')dek dg

2TE ck sins'

Die Verteilung der Greschwindigkeiten cp (c) leistet den an
sie gestellten Bedingungen Gentige, wenn fiir alle cx und ck

J = J', also
,-. q> (e,) q> fa) cos y d e, d ck d y _ q> (c,') <p (e/) cos y' d ct' dct dy'
**' Ci sin e c / sin e'

wird; nun hat man aber y'— % — y, dy'=— dy; daher

cosydy = cosy'dy'.

Ferner folgt aus den Gleichungen (4) und (1)
sine' e, 'sin$' (e\ — e*2)sinycosy — c^Cu(cos*y — sin8y)sin/?

sin e ~~ Cj sin ^ ~ e, ck' sin ^

und aus (2) und (3)
, , , , , , (cj — Ci!) sin y cos y — c, c* (cos2 y — sin2 y) sin §

1 * l ft e,'c*'sin(9

wodurch sich die Gleichung (5) auf
y(c/) > <p(ck)g

*• ' c, ck c/ c4'

reduziert, welche fiir alle der Gleichung

(7) c\+d= e'* + c'Z
genugenden Werte gelten mu8. Setzt man also <p{c)f c = e*(c2)
und c\ = » j , c| = » f t . . . , so muB

Z K) + X K) = / « ) + J K + cok - ax'),
woraus sich durch Differentiation nach colt mk und w^ und
Vergleichung der Resultate /(«a) gleich einer Konstanten —h
ergibt. Es ist also

<p(c) = 5ce~A<!2

Die Integration von 0 bis oo liefert b = 2 A. Dasselbe
findet man in mehr symmetrischer Weise, wenn man zum
totalen Differential des Logaritbmus der Gleichung (6), das der
Gleichung (7) mit einem so zu bestimmenden Faktor multi-
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58 5. Studien tiber das Gleicbgewicht der lebendigen Kraft uew.

pliziert addiert, da8 der Koeffizient von dck' verschwindet
und dann auch die der iibrigen Differentiale gleich Null setzt.
Man sieht, da8 die Frage nach den neuen Grenzen der Ge-
schwindigkeiten und Geschwindigkeitsrichtungen materieller
Punkte nach einer Annaherung genau in derselben Weise ge-
lost wurde, wie die Koordinatentransformation der Variabeln
in Differentialausdriicken gewohnlich durchgefiihrt wird; und
es ist klar, daB auch in alien anderen Fallen beide Probleme
identisch sind, was sich in folgender Weise aussprechen laBt:
Wenn x, y, z... die Variabeln sind, von denen Geschwindig-
keit und Geschwindigkeitsrichtung zweier Atome vor einer An-
naherung abhangen und dieselben vor der Annaherung zwischen
den Grenzen x und x -f dx, y und y + dy usw. liegen, so
findet man die Grenzen der entsprechenden GroBen x', y', z'...
nach der Annaherung, indem man x, y', z... durch x,y,z...
ausdruckt und im Differentialausdruck dx' dy dz... die
Variabeln x'y'z'... in xyz... transformiert. Es ist also:

^_ djf dz!_
dx ' dx ' dx

(8) dx'dy'dz'...=
dx' dy' dx'
Ty'dy'dy
d x' d y' il %'
dx, ' dx dx

dx dy dz.

Maxwell bewerkstelligt die Koordinatentransformation in
weit einfacherer Weise; ich babe jedoch absichtlich bei diesein
einfachsten Beispiele den direkten Weg gewahlt. Er laBt
namlich zuerst den Endpunkt A1 von t-j in Fig. 1, das beliebig
gestaltete Flachenelement df beschreiben, dabei aber nicht ck

und y, sondern die GroBe und Eichtung von A1Ak = g konstant.
Es ist aus der Zeichnung klar, daB dann Ax ein kongruentes
Flachenelement bescbreibt. Die Wahrscheinlichkeit, daB der
Endpunkt von cx in d V liegt, nennt er

ebenso ist die Wabrscheinlichkeit, daB Ax' innerhalb des kon-
gruenten Flachenelementes liegt

m
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5. Studien uber das Gleicbgewicbt der lebendigen Kraft usw. 59

Nun mag, wahrend die absolute Lage von OX, also der
Zentrilinie der Kreise im Momente des Zusammenstofies noch
immer konstant bleibt, g sich fiir jede seiner friiheren Lagen
in GroBe und Richtung andern; es ist am einfachsten dabei,
den einen Endpunkt A^ fix zu lassen. Und zwar andere es
sich zuerst so, daB ck konstant bleibt und sich nur /9 um dp
andert; die Bahn seines beweglichen Endpunktes Ak dabei ist
in Fig. 7 durch Ak B j . 0 Ak dargestellt. Aus der Konstruktion,

Fig. 7.

durch welche die Gesch-windigkeiten nach dem StoBe gefunden
wurden, ist ersichtlich, daB dabei die relative Geschwindigkeit
nach dem StoBe Ax'Ak in EE' ubergeht, wobei AXEBE' wieder
ein Rechteck ist. Dann andere sich g fur jedes /? so, daB /?
konstant bleibt und ck um dck — AkC = BD parallel 0Ak

wachst. Die jedesmalige Lage von Ax' Ak findet sich wieder
durch Konstruktion; sie ist z.B , wenn Ak die Linie Ak C durch-
laufen hat, FF'. Die Flache, die dabei der Endpunkt von ck

bestreicht, ist AkBDC = ckdckdfi; die Wahrscheinlichkeit,
daB derselbe innerhalb dieser Flache liegt, ist also

Die relative Geschwindigkeit nach dem StoBe A^Ak hat keinen
fixen Endpunkt. Allein gemaB dem bereits erwahnten Lehr-
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60 5. Studien ttber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

satze der Koordinatentransformation ist es vollig gleichgiiltig,
ob man dieselbe in der Weise, wie es in Fig. 7 geschiebi,
variieren laBt oder aber sie in jeder neuen Lage so weit
parallel mit sich selbst verschiebt, daB dabei ihr einer End-
punkt immer in A^ zu liegen kommt; dadurch wird namlich
nur die Lage des dV, innerhalb dessen sicb A( zu aller Anfang
bewegte, fur die verschiedenen Lagen und GroBen von A^Ak

eine andere, obne aber seine GroBe zu andern; bei fixem dx'
wurde aber Ak eine gleiche Flache ckdckd{3 bestreichen. Die
Wabrscbeinlichkeit, daB Ak' innerbalb dieser Flache liegt, ist

Endlich laBt man fur alle so gewonnenen ZusammenstoBe
0 X urn den Winkel d y variieren. Dann ist die Anzahl der
Kreise K, welche in der Zeiteinheit mit dem Kreise / zu-
sammenstoBen, gleich dem Produkte der Flache, welche die
Linie B C (in Fig. 6) in der Zeiteinheit bestreicht, der Wahr-
scheinlichkeit, daB cx innerhalb seiner Grenzen liegt und der
i^-fachen Wahrscheinlichkeitj daB ck innerhalb seiner Grenzen
liegt also

gcosy dg • f{cjdV- Nf{ck)ckdckd0.
Ebenso ist die Anzahl der Kreise, die mit / zwischen den
gestrichelten Grenzen zusammenstoBen wiirden

g cos ydyf(c{)dVNf{ck') ck dckd(S.
Die Gleichheit beider fordert also

/ ( i ) / V t

oder

c, ek ct' ck'
Hieran wurde sich das Problem von Kreisen mit ver-

schiedenen Massen und GroBen, dann die analogen Probleme
im Raume und endlich das Problem reihen, wo die Wirkung
je zweier materieller Punkte eine beliebige, aber nur in sehr
kleinen Entfernungen bemerkbare Funktion der Entfemung ist.
Da jedoch alle diese Aufgaben in vollkommen gleicher Weise
wie die behandelte gelost werden konnen und auBerdem in
der Losung Maxwells mit einbegriffen sind, so will ich so-
gleich zu einem neuen Probleme iibergehen.
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5. Studien tiber das Gleicbgewicht der lebendigen Kraft usw. 61

2.

Langs einer Geraden OX bewegt sich eine elastische
Kugel mit der Masse M, die gegen 0 mit einer Kraft gezogen
wird, die ganz allgemein eine Funktion der Entfernung ihres
Zentrums von 0 sei. Gegen dieselbe werden fortwahrend andere
elastische Kugeln von der Masse m und sehr verschiedenen
Geschwindigkeiten in unregelmaBigen Zeitintervallen langs der-
selben Geraden geschleudert, jedoch so, daB, wenn man sich
alle geschleuderten Kugeln schon lange vor 0 in der Linie 0 X,
ohne sich zu storen, sich fortbewegend denkt, die Anzahl der
Kugeln mit einer Geschwindigkeit zwischen c und c + dc,
welche sich durchschnittlich in der Langeneinheit befinden,
eine bestimmte Funktion von c, Ncp{c)dc ist.

Das Potential der Kraft, mit der M gegen 0 gezogen
wird, sei /(a:), so ist, solange die Bewegung durch keinen
ZusammenstoB gestort wird

(9) ^

wobei C die Geschwindigkeit der Kugel M und x die Ent-
fernung ihres Mittelpunktes von 0 ist. Durch die drei GroBen
x, A und c ist die Art des ZusammenstoBes vollkommen be-
stimmt. Die Zeit, wahrend welcher im Verlaufe der Zeit-
einheit die Konstante A der Gleichung (9) zwischen den
Werten A und A + dA liegt, sei <P(A)dA. Die Zeit, wahrend
welcher auBerdem noch x zwischen den Grenzen x und x + dx
liegt, verhalt sich zu dieser, wie die Zeit dx/C, wahrend
welcher der Weg dx zuriickgelegt wird, zur Zeit, welche ver-
geht, wabrend x von seinem kleinsten bis zu seinem groBten
Wert anwachst und die wir, weil sie bloB Funktion von A ist,
mit t(A) bezeichnen wollen. Um jedem Bedenken einer Ande-
rung dieses Wertes durch die ZusammenstoBe vorzubeugen,
wollen wir das Zeitintervall zwischen zwei ZusammenstoBeD
groB gegen t(A) voraussetzen; diese Zeit ist also

0(A)dAdx
Ot(A)

Zahlen wir die Geschwindigkeit c, sowie C in der Eichtung
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62 5. Stadien uber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

der positiven x als positiv, so ist der Weg, den M wahrend
dieser Zeit relativ gegen m zuriicklegt

(O-c)0(A)dAdx
GtU)

Die Anzahl der Kugeln m, deren Geschwindigkeit zwischen
c und c + dc liegt und deren Centra sich auf dieser Strecke
befinden, mit denen also M in die Zeiteinheit zwischen den
angenommenen Grenzen zusammenstoBt, ist nach unserer An-
nahme

Bezeichnen wir die entsprechenden GroBen nach dem StoBe
mit einem Striche, so ist zunachst, weil wir denselben momentan
voraussetzen x'—x, dx'— dx; ferner ist

"7/

, '

2mc +
M

2A/C4
M

(M-m)C
+ m
•(m—M)c
+ m

daher

2m? Me* + 2m{M- m) e ]/2M {/ {x) + A) + (M - mf (x (») + ^)
~ (M + mf

Ferner ist nach Form el (8)
, . , , , , , id A' dc' dA' dc'\ , . , ,

dA dc dx = \—r-r ' ~z 3— * TIT] dA dc dx,
\dA dc dc dA) '

oder wie man durch Differentiation der obigen Werte findet:

dA'dc'dx'= 7T-dA dc dx.
Da nun die Anzahl der Kugeln, welche in der Zeiteinheit

mit M so zusammenstoBen, daB die GroBen A, c und x zwischen
den Grenzen A' und A'+ dA', c' und c' + dc' und x' und x + dx'
liegen

j , _ (C- c') 0 (A') d A' dx1 Ncp (e')dc'
C t (A')

ist und diese GroBen durch den StoB wieder umgekehrt in A,
c und x verwandelt werden, so kann die Wahrscheinlichkeit
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5. Studien fiber das Gleicbgewicht der lebendigen Kraft usw. 63

<P(A) bestehen, wenn J = / ' , also wegen C— c'= — (C—c) und
dA'dx'dc' _ dAdxdc

C ~ G
0{A') . ,. (p(A) , .
w - * ( c > - * ( e )

ist, fiir alle A, A', c, c, die also nur die Bedingung

* 2 ' 2
erfiillen miissen, woraus man ahnlich wie friiher findet:

9>(c) = be~ '~r, <D[A) = Bt{A)e~hA.
Wenn man also die Kugeln M so hinschleudert, daB ihre

Geschwindigkeiten nach dem Gesetze (p (c) verteilt sind, welches
dem der Verteilung der Geschwindigkeiten unter Gasatomen
vollkommen analog ist, so werden sich die Bewegungszustande
von M nach dem Gesetze <P (A) verteilen. Wiirde man Kugeln
hinschleudern, deren Geschwindigkeiten nach einem anderen
Gesetze verteilt waren, so wiirde naturlich auch &{A) ein
anderes, und ich will mich mit der Aufsuchung desselben
nicht beschaftigen; es wiirde dann die Kugel M bestandig
die Verteilung der Geschwindigkeiten unter den Kugeln m
storen und diese miiBte kiinstlich in der willkiirlich an-
genommenen Weise erhalten werden. Die Summe der Zeit-
momente, wahrend welcher im Verlaufe der Zeiteinheit nicht
nur A zwischen A und A + dA, sondern auch x zwischen x
und x + d x liegt, ist:

Die Konstante B kann leicht durch Integration iiber alle
moglichen Werte von x und von C — 0 bis C = oo bestimmt
werden. Da die gefundene Funktion ein Produkt aus einer
Funktion von x und einer Funktion von C ist, so ergibt sich,
daB die Wahrscheinlichkeit, daB x zwischen x und x + d x
liege, fiir jedes beliebige konstante C proportional eftx(x) und
die, daB c zwischen c und c-\-dc liegt, fiir jedes x propor-
tional e-

h-MC'l2 ist. Es folgt ferner, daB die mittlere leben-
dige Kraft der Kugel M fiir jedes beliebige zwischen zwei be-
stimmten Grenzen gelegene x und daher auch im ganzen
gleich der mittleren lebendigen Kraft der Kugeln m ist.
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64 5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw

3.

Das entsprechende Problem in der Ebene Iibergehend, will
ich nun folgende Aufgabe behandeln:

Das Zentrum einer elastischen Kugel von der Masse 1,
die ich als Kugel / bezeichnen will, werde durch eine Kraft
gegen einen fixen Punkt im Raume 0 gezogen, welche ganz
allgemein eine Funktion seiner Entfernung von 0 ist. AuBer-
dem befinden sich im Raume noch unendlich viele andere
elastische Kugeln (II), deren Masse ebenfalls = 1 ist und die
von Zeit zu Zeit sowohl untereinander als auch mit I zu-
sammenstoBen. Wie werden sich die verschiedenen Geschwindig-
keiten unter den Kugeln II verteilen und welches wird die
Wahrscheinlichkeit irgend einer Form der Balm der Kugel I
um 0 sein?

Sei die Entfernung des Zentrums der Kugel I von 0, r;
der Winkel dieser Geraden mit irgend einer fixen in der Bahn-
ebene gelegenen Geraden &; die Geschwindigkeit der Kugel IC;
deren Komponente in der Richtung des mit r bezeichneten
Radiusvektors, also dr / dt = Q; deren Komponente in einer
senkrecht auf r in der Bahnebene gelegenen Richtung, also
r(d& I dt) = d und das Potential des Anziehungsgesetzes von
0 auf I x (r), so ist

und die doppelte Flachengeschwindigkeit des Zentrums der
Kugel I ist

a = rd.
Da fur die Lage der Bahnebene der Kugel I offenbar jede

durch 0 gelegte Ebene im Raume gleich wahrscheinlich ist, so
ist unser Problem gelost, wenn wir die Wahrscheinlichkeit,
daB A und a zwischen den Grenzen A und A + dA und a
und a + da liegen, also das Verhaltnis der Zeit, wahrend
welcher dies stattfindet, zur ganzen Zeit kennen. Dasselbe
sei <l>(A,a)dAda. Ebenso sei cp(c)dc die Wahrscheinlichkeit,
daB die Geschwindigkeit c einer der Kugeln / / zwischen c und
c -\- dc liegt. Wir fixieren nun einen bestimmten Zusammen-
stoB und verwandeln ihn dadurch, daB wir von den ihn be-
stimmenden GroBen eine nach der anderen unendlich wenig
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5. Studien iiber daa Gleicbgewicht der lebendigen Kraft usw. 65

wachsen lassen in unendlich viele zwischen gewissen Grenzen
gelegene; dann suchen wir, zwischen welchen Grenzen die ent-
sprechenden GroBen nach dera ZusammenstoBe liegen und
setzen schlieBlich die Zahl der ZusammenstoBe zwischen den
ersten Grenzen gleich der zwischen den zweiten.

I. Die Zentrilinie beider Kugeln im Momente des Zu-
sammenstoBes L M, GroBe und Richtung der Geschwindigkeiten
beider Kugeln bleiben konstant, nur r variiere zwischen r und
r-\-dr; da der StoB momentan geschieht, so liegt auch die
Entfernung nach dem StoBe r' zwischen r und r + dr.

II. LM, sowie GroBe und Richtung der relativen Ge-
schwindigkeit g beider Kugeln bleibe konstant und es variiere:

1. Fur jedes r die Richtung von C, wahrend seine GroBe
konstant bleibt; die Bahnebene bleibt ebenfalls unverandert.

Dieselbe sei die Ebene der Zeichnung in Fig. 8; ferner sei
daselbst 0 L die GroBe und Richtung von r, also L der Mittel-
punkt von I, LB stelle GroBe und Richtung von C, also L E
von Q, LI) von 6 dar; so wird bei der gegenwartigen Variation
B die Linie BF±IiB beschreiben. Wegen der Unverander-
lichkeit von C und r bleibt auch A konstant; dagegen andert
sich a urn da = rdd; das Differential dd wird konstruiert,
indem man von F eine Senkrechte FJ auf B D fallt.

2. Fur jede Kombination von r und d lasse man C bei
konstantem d und konstanter Bahnebene um dC = G K wachsen,

Bol tzmann, Gosammelte wissensch. Abhandl. I. 5
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66 5. Studien fiber das Gleichgewicht der lebeudigen Kraft usw.

wobei B die Linie BG beschreibt; dabei andert sich nur A
urn d A — Cd V.

3. Man lasse endlich noch die Bahnebene bei konstanter
Richtung von OL = r, das ja durch den StoB nicht verandert
wird, sich urn den Winkel ds dreben; dabei beschreibt der
Punkt B eine Linie senkrecht auf der Ebene BFHG, deren
GroBe = 6ds ist und welcbe in der Zeicbnung nicht dar-
gestellt ist. Derselbe bat daher im ganzen alle Punkte inner-
halb eines Parallelepipeds II. vom Volum

BFXG.dde=GdOd6 .dde=adAfa^-

innegehabt. Die Grenzen der Werte der Variabeln nach dem
StoBe, die ich durchweg mit einem Stricbe bezeicbnen will,
findet man durch Konstruktion des bereits beim ersten Problem
angewandten Rechtecks und da gegenwartig weder die Lage
der Geraden L M im Raume, noch die Lage und GroBe von
y eine Anderung erfahrt, so ist klar, daB der Endpunkt von
C ein genau gleich groBes Parallelepiped II' wie der von C
durchlaufen wird.

Die Summe der Zeitmomente in der Zeiteinheit, wahrend
welcher A und a zwischen den Grenzen A und A + dA und
a und a-{-da liegen, ist <P(A,a)dAda, die der Zeitmomente,
wahrend welcher auBerdem r zwiscben r und r + dr und e
zwischen s und s + de liegt, ist daher

g( 0(A, a)d A dadrde
~ 2n Qt(A,a) '

wobei t{A,a) die Zeit vorstellt, welche von dem Augenblicke,
in welcbem r seinen groBtenj bis zu dem, in welchem r seinen
kleinsten Wert oder umgekehrt bat, vergeht und die offenbar
nur Funktion von A und a ist. Dieselbe sei wieder klein gegen
das Zeitintervall zwischen zwei Zusammenstb'Ben. Dasselbe
gilt naturlich von den mit Strichen versehenen Werten und es
ist die Wahrscheinlichkeit, daB A zwischen A' und A'-\-dA'...
liegen, gleich

0(A',a')dA'da'drde'
2nQ't(A',a')

Dabei wurde aber der Endpunkt von C ein Parallelepiped mit
dem Volum d'dA'da'de' j r Q' beschreiben; die Wahrscheinlich-
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5. Studien tiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw 67

keit, daB derselbe innerhalb dieser Grenzen liegt, verhalt
sich daher zu der, daB er innerhalb des Parallelepipeds II'
liegt, wie die Volume beider Parallelepipede, also wie

a' dA'da' de' adAdade ,

^7 : ^ ;

letztere, also die Wahrscheinlichkeit, daB sich die Bestimmungs-
groBen der Bewegung der Kugel / innerhalb jener Grenzen
befinden, die durch den StoB erzeugt werden, ist also

~, a 0(A',a')dAdadsdr
~ 2na'Qt(A'a') "

III. Nun bleibe noch die Lage der Geraden L M konstant
und es andere sich g, wahrend sein einer Endpunkt B fix
bleibt, in GroBe und Lage und zwar:

1. so, daB c und dessen Winkel mit C konstant bleiben
und nur der Winkel £ der Bahnebene LEBB von I mit der
Ebene SLB der Richtungen von
c und C (Fig. 9) eine Veranderung
dt, erfahrt. Dabei durchlauft der
Endpunkt S von c die Linie
SP = csinAe?£.

2. so, daB fur alle £ bei kon-
stantem c, X urn dX wachst. In
der Fig. 9 ist SQ = cdX.

3. so, daB fur alle £ und X,
c um dc = SR wachst. Dabei
durchlauft der Punkt S ein recht-
winkliges Parallelepiped Si, dessen
Volum SP- 8Q-SR=czsm Xdcdldt,
ist. Die relative Geschwindigkeit g'
nach dem StoBe andert hierbei ebenfalls GroBe und Richtung,
es bleibt aber dabei keiner ihrer Endpunkte fix. Man uber-
zeugt sich jedoch durch dieselben Schliisse, wie beim ersten
Problem, daB der zu erhaltende Differentialausdruck nicht ge-
andert wird, wenn man dabei </' bestandig so parallel mit sich
selbst verschiebt, daB sein einer Endpunkt fix wird und nur
der mit c' gemeinsame Endpunkt seine Lage andert. Derselbe
beschreibt dann ein gleich groBes rechtwinkliges Parallelepiped
Si' wie S. Die Anzahl der Kugeln II, deren Centra in der

Fig. 9.
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68 5. Studien fiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

Volumeinheit liegen, sei N, deren Geschwindigkeiten dabei
zwischen c und c + dc liegen, JVq>(c)dc. Diese Zahl verhalt
sich zur Zahl jener, deren Geschwindigkeiten auBerdem mit C
einen Winkel zwischen X und X -f- d X bilden und fur die die
durch C und c gelegte Ebene mit der Bahnebene von / Winkel
zwischen £ und £4-«?£ bildet, wie 4jr:sinA.rfArf£; letztere
Zahl, fur die also, wenn man den einen Endpunkt von c jedes-
mal nach L versetzt, der andere innerhalb £1 fiele, ist daber

„, N<p(c) sin
j*j — •

in

Ebenso ist die Anzahl jener Kugeln, fur die c, X und £ zwischen
den Grenzen c und c'+dc, X' und )J + dX', £' und £'+ d£

Ny(e')sinl'dc'dVd-<l'
in

Fur letztere Kugeln wiirde aber der Endpunkt von c ein
Parallelepiped mit dem Volumen c'2sin?.'dc dX'a!£' beschreiben.
Es verhalt sich also die zuletzt gefundene Anzahl zu der An-
zahl S3' der Kugeln, fur die der Endpunkt von c innerhalb
£2' fallt, wie

c'28inX'dcdX'd£':c2sinXdcdXd£.
Es ist also

«., Ncp (e')e'am I dc

IV. Endlich aridere sich fur alle hetrachteten Kombina-
tionen die Richtung der Linie L M so, daB ihre Durchschnitts-
punkte mit einer mit dem Radius 1 um L beschriebenen Kugel
innerhalb des Oberfiachenelementes dm fallen. Man kann nun
um das Zentrum der Kugel I eine Kugel mit S, der Summe
der Radien der Kugel / und II als Radius beschreiben und
sich dieselbe mit /fortbewegt denken. Auf derselben schneiden
alle Richtungen von LM ein Oberflachenelement R2da aus.
Dasselbe legt in der Zeiteinheit relativ gegen / / den Weg g
zuriick, beschreibt also, wenn y der Winkel der Linien LM
und g ist, den Zylinder gcosyB2dm\ in der Zeit 21 beschreibt
es daher den Zylinder g 91 cos y B2 da und findet daselbst die
Centra von 21 S&gcosyJPdco Kugeln II, mit denen also / i n
derZeiteinheit zwischen den angenommenen Grenzen zusammen-
stoBt. Diese Anzahl heiBe J. Ebenso findet man J', die Anzahl
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5. Studien uber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 69

der Kugeln II, mit denen 1 in der Zeiteinheit zwischen den
Grenzen jener Werte der Variabeln zusammenstoBt, welche
dieselben durch den StoB erhalten, gleich Wib'gGosy' R%dw'.
Die Beriicksichtigung, dafi da' = da, y' = % — y, daher, weil
es hier auf das Zeichen nicht ankommt, cos y' — cos y ist (hatten
wir den Difierentialausdruck analytisch transformiert, so hatten
wir fur inn auch das entgegengesetzte Zeichen erhalten und
beide Minus wiirden Plus liefern) und die Substitution der
Werte fur % 33, 21' und 93' reduziert die Gleichung / = J' auf

, a) q>(e) _ 0(A',a')
at(A,a) ' c! a'tA', a') ' c'2 '

worin A, J!, a, a', c, c nur an die Gleichung

A + ̂  = A'+^

gebunden sind. Man findet aus derselben ohne Schwierigkeit
he'

(p(c) = bc2e 2 , 0{A,a) = Bat(A,a)e-hA.
Die Konstanten b und B bestimmen sich wieder durch

Integration iiber alle c, a und A. b ist = y2h3jn. Dieser
Wert von qc(c) ist genau auch derjenige, welcher zum Gleich-
gewicht der lebendigen Kraft zwischen den Kugeln II unter-
einander erforderlich ist. Die Anzahl der Zeitmomente, fur
die nicht nur A zwischen A und A + dA und a zwischen a
und a + da, sondern auch r zwischen r und r + dr liegt, ist

0(A, a)dAdadr _ Bae-hAdAdadr
qt{A, a) ~ Q

Fiihren wir hier die neuen Variabeln r, C und a ein,
wobei a der Winkel zwischen C und r ist, so haben wir

daher
dAdadr — rC2cosudCdadr

und

Der Raum, innerhalb dessen sich dahei das Zentrum der
Kugel I befindet, ist 4nr2dr, der, innerhalb dessen sich der
Endpunkt von C befindet, 2n Csinu• Cdcc-dC. Da innerhalb
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70 5. Studien tiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

dieser Raume alle Raumelemente gleicliberechtigt sind, so kann
man allgemein sagen: die Wahrscheinlichkeit, daB das Zentrum
von I innerhalb des Raumelementes ds liegt, ist unabhangig
vom Raumelement, innerhalb dessen der Endpunkt von C liegen
mag, proportional ehxWds, die, da8 letzterer innerhalb des
Raumelementes da liegt, unabhangig von der Lage des ds, pro-
portional e~h^cll2^d(x. Durch Vergleichung mit der Form von
<p (c) ergibt sich ferner, daB die mittlere lebendige Kraft fur
jeden beliebigen Ort der Kugel / , also auch allgemein gleich
der der Kugeln / / sein muB. JBeide sind gleich 3/ 2 h. Ganz
in analoger Weise lost sich das Problem, wenn die Hassen
beider Kugeln verschieden sind.

4.

Langs einer Geraden OX bewege sich ein materieller
Punkt /, der wie in Aufgabe 2 mit irgend einer Kraft gegen 0
gezogen werde. Gegen denselben werden ebenfalls wie in der
genannten Aufgabe andere materielle Punkte / / langs derselbeu
Linie geschleudert. Die Anzahl derjenigen Punkte / / in der
Langeneinheit, deren Geschwindigkeit zwischen c und c + dc
liegt, sei durchschnittlich Ncp(c)dc. Aber die Wirkung der
Punkte II auf / soil nicht momentan, sondern eine beliebige
Funktion ihrer Entfernungen sein, von der wir nur voraus-
setzen wollen, daB ihre Wirksamkeit erst bei einer bestimmten
Annaherung I beginne. Auch wollen wir annehmen, daB die
Falle, in denen zwei oder mehrere der materiellen Punkte l imi t /
in kleinere Entfernung als I kommen, vernachlassigt werden
konnen. Die Masse eines der materiellen Punkte / / sei m,
seine Geschwindigkeit c, die entsprechenden GroBen fiir den
Punkt / seien M und C, dessen Entfernung von 0 x und das
Potential der ihn dahin ziehenden Kraft % (#)> so ist, solange 1
nicht in die Wirkungssphare eines Punktes / / gerat:

Fassen wir zunachst die Einwirkung zwischen beiden
Punkten I und II, wenn ihre Distanz zwischen den Grenzen /
und 1 — 81 liegt, ins Auge, und zwar sei, wenn man mit St.
die Zeit, wahrend welcher die Distanz innerhalb dieser Werte
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5. Studien fiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 71

liegt, mit SXC und Sc die durch diese Einwirkung hervor-
gerufenen Zuwachse der Geschwindigkeiten der Punkte / und II
bezeichnet:

Sei nun die Summe der Zeitmomente, wahrend welcher
die Konstante A wahrend der Zeiteinheit zwischen A und
A -f- dA liegt, <P(A)dA, so konnen wir eine Ann'aherung zweier
Punkte durch die Werte charakterisieren, welche A, x und c
im Momente haben, wo beide Punkte in die Distanz / kommen.
Die Anzabl der Punkte II, die sich wahrend der Zeiteinheit
dem Punkte 1 so n'ahern, daB diese GroBen in jenem Momente
zwischen A und A + dA, x und x -+- dx, c und c + dc liegen,
wird dann sein:

J = (c - °) o | ) • 0 ^ dA • Nv® dc;

dabei sind c und C in der Richtung der positiven x gezahlt.
Die Zeit, wahrend welcher die Entfernung beider Punkte
zwischen / und I —SI liegt, ist St=dlj(c — C). Deshalb werden
die GroBen x, C und c, nachdem die Punkte in die Entfernung
I — SI gelangt sind, die Werte

x' = x -\- Sx = x + C61 = x + _

r r i LSt i x'(<»)St n , Si rT , , .,

c = A =
"" " m{e-O)

haben. Die neuen Grenzen der Werte x, c, C sind wieder
nach Formel (8) zu berechnen. Dabei ist jedoch zu bemerken,
daB sich alle gestrichenen GroBen um ein unendlich Kleines
von den ungestrichenen unterscheiden, daher ihre Differentiale
nach der gleichen ungestrichenen GroBe gleich 1 mehr einem
unendlich Klein en, ihre Differentiale nach den ubrigen aber
unendlich klein werden; in der Determinante (8) konnen daher
alle Glieder mit Ausnahme des ersten als unendlich klein
2. Ordnung vernachlassigt werden und auch in diesem konnen
alle Produkte der Sx.. weggelassen werden. Dadurch erhalt man

j A' J i J i /1 i dSA , ddx , ddc\ , . , ,dA dx dc• = 1 + —j-r- + —-, h —3— dA dxdc.\ dA dx ' dc I

Bei Entwickelung der partiellen Differentialquotienten ist
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72 5. Studien tiber das G-leichgewicht der lebendigen Kraft usw.

natiirlich zu beachten, da8 C Funktion von A und x, namlich

ist. Im Vorbeigehen sei der Identitat dieser Formel mit der
fiir Volumdilatation des rechtwinkligen Parallelepipeds dAdxdc
erwahnt. Es ergibt sich

> J • J i \i i ex'(x)$l i eLdl , LSI I . I T ,d,dc-[l+ ^^rG + M(e_cyo + ^ ^ - 2 ] dAdxdc.dA

Wir finden daher durch Substitution der Werte fiir alle
mit Strichen versehenen GroBen

' ^ dA' dx' dc' = ^~- dA dx dc.

Versehen wir nun die Werte dieser Variabeln nach der
Annaherung bis in die Distanz 1—281 mit zwei Strichen, so
verhalten sich die doppeltgestrichenen gegenuber den einfach-
gestrichenen gerade so wie diese gegenuber den ungestrichenen;
es ist also

c"~ G"

daher auch
- dA"dx"dc" = ~ dA' dx dc',

—7!r,— dA' dx" dc" — —~~— dA dx dc -

Setzen wir diese SchluBweise fort, und bezeichnen die
Werte unserer Variabeln in dem Momente, wo beide materielle
Punkte wieder in der Distanz I anlangen, also sich voneinander
trennen, mit dem Index n, so gelangen wir schlieBlich zur
Gleichung

c'"' °"" ±^L dA dx dc.dA

Die Zahl der Punkte / / , welche in der Zeiteinheit mit I
so zusammentreffen, daB A, x und c zu Anfang zwischen den
Grenzen Alt0 und Ata + dAM, xM und xM + dx(n\ c(n> und
cM + dc(n) liegen, ist aber

und es ist klar, daB bei einem solchen Zusammentreffen die
Werte der Variabeln umgekehrt beim Auseinandergehen im

https://doi.org/10.1017/CBO9781139381420.006
Cambridge Core terms of use, available at https://www.cambridge.org/core/terms. 
Downloaded from https://www.cambridge.org/core. Stockholm University Library, on 28 Nov 2018 at 04:39:25, subject to the

https://doi.org/10.1017/CBO9781139381420.006
https://www.cambridge.org/core/terms
https://www.cambridge.org/core


5. Studien iiber das Gleichgewicht der Iebendigen Kraft usw. 73

Momente des Eintretens der Distanz / zwischen A und A + dA,
x und x + dx, c und c + dc liegen werden. tp(c) und 0{A)
erfiillen daher die an sie gestellte Bedingung, wenn man / = Jln\
daher

fur alle A, AM, c und c(n) hat, welche der Bedingung ge-
niigen:

"r 2 ~ "̂  2

(p(c) und >̂(C) haben daher allgemein denselben Wert,
den sie in dem speziellen Falle hatten, wo zwischen den
materiellen Punkten StoBkrafte fatig waren.

5.

Alles bleibe wie in der vorigen Aufgabe, nur bewegen
sich die materiellen Punkte / und / / statt auf einer Geraden

Fig. 10.

im Kaume. Die beibehaltenen Buchstaben haben die fruhere
Bedeutung. AuBerdem sei die Ebene des Papiers in Fig. 10
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74 5. Studien fiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

die Ebene der vom Punkte 0 aus aufgetragenen Geschwindig-
keiten C und c, die in GroBe und Richtung durch die Linien OC
und Oc reprasentiert werden mogen. cG stellt dann die relative
Geschwindigkeit g beider Punkte dar. OR sei die Richtung
des von 0 nach / gezogenen Eadiusvektors r. Seiner GroBe
nach stelle Q = OR die Komponente von Cparallel 110, 6 = RC
die Komponente von C senkrecht auf OR in der Bahnebene
COR dar. Mit den gestrichenen Buchstaben sind zur Be-
quemlichkeit die Durchschnittspunkte der entsprechenden Linien
mit einer um das Zentrum 0 mit dem Radius 1 beschriebenen
Kugel bezeichnet. Der Durchschnittspunkt dieser Kugel mit
der von 0 aus aufgetragenen Richtung der Verbindungslinie /
beider materieller Punkte im Moment, wo sie aufeinander zu
wirken beginnen, heiBe /', der mit der von Null aus auf-
getragenen Richtung von g, g', der mit der Richtung von 6, 6'.
Endlich seien die durch ihre Bogen gemessenen Winkel cC —I,
R'C = rj, I'C = P, I'c =p, Vg = y und die spharischen Winkel
R'C'c'= f, l'G'c'= Q, 180 - l'c'C= q.

Die Art eines Zusammentreffens soil nun bestimmt sein
durch die Werte der acht GroBen

im Momente der Annaherung bis in die Distanz- /. 1st dann
0(A, a) dA da die Zeit, wahrend welcher im Verlauf der Zeit-
einheit die die Art der Bewegung von / charakterisierenden
GroBen A und a zwischen A uud A + dA und a und a + da
liegen, so ist

&(A, a)dA dadr
Qt(A, a)

die Zeit, wahrend welcher noch dazu seine Entfernung von 0
zwischen r und r -\- dr liegt. t {A, a) ist wieder die Zeit, die vom
Eintritt eines Maximums bis zu dem eines Minimums von r
vergeht. Denken wir uns mit dem materiellen Punkte / eine
Kugel, in deren Zentrum er sich befindet und deren Radius = /
ist, sich bewegend, so legt das Flachenelement I2sinPdPdQ
derselben, welches den Grenzen von P und Q entspricht,
wahrend der oben gefundenen Zeit den Weg

0(A, a) d A dadr
9' Qt(A, a)
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5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 75

relativ gegen II zuriick, durcheilt also dabei im Raume das
Volum

In der Volumeinheit befinden sich Ncp{c)de Punkte / / , daher

N<p(p)de sin idXdt,
In

Punkte, deren Geschwindigkeitsrichtung innerhalb der an-
genommenen Grenzen liegt. Die Anzahl der Punkte II, die
also in der Zeiteinheit so die Distanz I von I uberschreiten,
da6 A, a . . . im Momente des Eintrittes in diese Distanz
Werte haben, die zwischen den Grenzen A und A + dA, a
und a + da . .. liegen, ist

Ng /2sinPcosj/ smXdAdadrdcdPdQdld£.

Die Zeit, welche bis zum Erreichen der Distanz I — SI
vergeht, ist

St_
 8l Sl .

gcosy OcosP—ecosp

Die Kraft, welche wahrend dieser Zeit auf II in der Rich-
tung von I wirkt, ist Kt = L8t; die, welche auf I wirkt,
JTj = — LSt; daher verandert sich c um

» Ldlcosp L SI (cos P cos X + sin P sin X cos Q)
~ m(GcosP — ecosp) ~ m {GcosP — ecosp)

A um
* i ' / \ v i iirntn GcosPLSl
a A = — v [r)or + MC8C = -= =r ;

A K ' ' GcosP - ecosjo '
ferner ist

Sr — Q Sl
S 6 = nrf cos {6' I')' r

_ L SI [cos {6' C) cos P - sin (6' C) sin P cos (Q - £)] _ 5 £ r
~~ M(GcosP — ecosp ) r

_ __ L 3 t[d cos P - g s i n P c o s ( g - t)] _ ddr
~ WC ~

c L d t\a cos P — rgsinPcos(Q — t)]
da= We •
Sind ferner die Bogen C Cx und c'cx gleich n/2, so ist
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76 5- Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

MO C*

sin P cos Q
MO

L5tsinPcos Q
~MC

me I MrC2

Ldt
cm (cos P sin A — sin P cos X cos <2)

/ (r) a cos £ d t

Zur Veranderung von £ tragen zwei Umstande bei: 1. legt
c* senkrecht zur Ebene cO C den Weg

L5t
m sin P sin Q

zuruck, wodurch £ um — Z^< sin P sin Q/wic sin A zunimmt.
2. verandert der Punkt C seine Lage. Um den EinfluB dieser

Bewegung auf £ zu finden, legen
wir in C" an die Kugel mit dem
Radius 1 der Fig. 10 eine Tan-
gentialebene. Ihre Durchschnitts-
punkte mit den verschiedenen
Linien sind in Fig. 11 mit den-
selben, aber mit zwei Strichen
versehenen Buchstaben, wie die
entsprechenden Endpunkte dieser
Linien in Fig. 10 bezeichnet.
C legt infolge der Wechselwirkung
beider materieller Punkte das Stuck
LStjM, daher C das Stuck

LStjMC zuruck, dessen Projektion auf die Ebene der Fig. 11

LSt

Pig. 11.

s =— MO sinP

ist und bei positivem L in die Verlangerung von Cfl" fallt,
infolge der Einwirkung von 0 beschreibt C" den Weg x'{r)St\MG,
daher dessen Projektion auf die Ebene der Fig. 11 der Weg

Z'(r)dta
a MO s m ^ -

in der Eichtung C R". Infolgedessen dreht sich die Gerade CB"
um den Winkel
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5. Studien uber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 77

s sin (Q - £) _ I S t sin Pain(Q - g) _ Ld tain PsinjQ - £)rg
ClF' ~ WcYgn MCa '

die Gerade C c" urn
. „ . y LdlBinPBia Q-x'(r)8t.-^sm

s sin g - a sin g _ * C7r

Die Lagenanderung der Geraden OB! ist ohne EinfluB.
Es ist daher der gesamte Zuwachs von £, wenn man noch
iiberall den Sinn der Drehung beachtet

sin Q L&trgsinPsin(Q - £)
mcsinX + MCa

LdtainPem Q - / (r) 61 -£- sin

JfCtgA

P erfahrt erstens infolge der Lagenanderung der Geraden
OZ' den Zuwachs

GainPdt camp 6 tcoa(Cl'e') _ OainPdt

— ^-r- (cos I sin P — sinAcosPcosQ),

zweitens infolge der Lagenanderung der Geraden 0 (7den Zuwachs

/ (r) St sinrj cos(Q - t) _ L S t sin P
_ _

~MC MO ~ MC
_ X'(r)8t-acoB{Q-Q

M02r
es ist also im ganzen

M. u

MC*r

Q endlich wachst: 1. weil c senkrecht gegen die Ebena
cOC den Weg

m ^
zuriicklegt, um

L 61 sin P sin Q
m e sin X

2. Weil /', wenn man die neue Verbindungslinie der zwei
materiellen Punkte so parallel zu sich selbst verschiebt, daB
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78 5. Studien uber das Grleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

ihr einer Endpunkt fix in 0 bleibt, senkrecht zur Ebene I'OC
den Weg

e 61 sinp sin (c'I'C) _ cd tain A sin Q
1 ~ I

zuriicklegt, um
e 8 t sin X sin Q

/siuP '

3. Der Zuwachs von Q infolge der Lagenanderung der
Geraden 0 C wird wieder gefunden, indem man an C die in
Fig. 11 dargestellte Tangentialebene an die Kugel errichtet.
Der Zuwachs des Winkels Q in dieser Figur betragt

a sin (Q — g) or sin g — s sin Q _ %'(r)8ta sin (Q — g)
Wf' ' (TV' ~ MC*rtgP

LtftfsinPsin Q + /(r)d t ~ sin ?

MCtgX
Es ist also, wenn man alle diese Glieder zusammenfaBt

*r\_ L 31 sin P sin Q e 8 i sin X sin Q
" me sin A / sin P

/(r)<Uasin(Q - g) /(r)3basing _ LJUsinPsinQ
"* M&rtgP •" MG'rtgX MCtgX '

Bezeichnet man nun mit A', a'. . . die GroBen A + 8 A,
a + 8 a,. . . so erhalt man durch Entwickelung nach Potenzen
der mit S bezeichneten GroBen und Weglassung der Glieder
zweiter und hoherer Ordnung

g' P sin F cos y' sin V _

Q'
F cosP _ 1 ]8A cospSe
[C(OcosP — ecosp) 92J M OcosP— ccoap

/ (r) cos P x'(r) a
' — ocosp) Mql r%

ecosPsinA — csinPcosicos^l «.,
s /J ft nr\a <M I

(10)
nl!omP»/u»oi'nl . 1 . i . CCOSJ .

Ccos P — c cos p J

r , 7j c(sin Pcos i—cos Psin A cos §) — CsinPj c D
+ COt.t-1 ^ r̂ " ^

[ CcosP — ccosp J

. o sin P sin i sin Q 8 Q 281 aSa
' OcosP—ccosp I "*" r2Q*

Ferner wird wie in der vorigen Aufgabe

(dA'dadr'dc'dFdQ'dX'dC = dAdadrdcdPdQdXd£

C11) I ^ d < dSA i dSa , d8r , dSc ! rfap ! d 5 ^ . d 5 i l i d5^
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5. Studien uber das G-leicbgewicht der lebendigen Kraft usw. 79

Bei Bildung dieser acht partiellen Differentialquotienten
sind natiirlich alle in denAusdriicken 8A, 8a... vorkommenden
GroBen durch die acht unabhangigen Variabeln auszudriicken
und ist 8t durch seinen Wert 8l/(CcosP — ccosp) zu ersetzen.
Dadurch ergibt sich

dSA L d t c cos P cos p
dA MC(CcosP - ccosp)

ddr _ ^ t W(r) _a? g/(r)cosP
dr \_MQ r3g M C(C cos P — ecosp)

dSc _ LStcosPp
do ~ m(CcosP — ecosp)

dd£ _ /(r)acos£<U _ Ldtsin Pcos(Q — £)rg
TT ~ MrCHgl WOa

ddX _ Ldtcosp e(cosPsin/ — sinPcos Acos Q)St
dl ~~ me CcosP — ecosp

Fi s inPcos^ L (cos P sin I — sin P cos A cos Q) ;f'(r)acos£
X [ C~M ~ rnc

ddP _ CcosPdt , LcosPdt _ cdtcosp [ CsinP LsinP
~dP ~ I + MC I + \ I + MC

_ | (cos A sin P - cos P sin X cos Q)

CsinP — c (sin P cos X — cos P sin A cos Q) d t
CcosP — ccosp

ddQ _ LdtsmPcos Q /cos X 1 \ e5£sinAcosO/
V -MO ^ we/ ZsinP

x'(r)8tacos(Q- Q [LsinPsinQ /cosA J _

/'(r) a sin ? c d t sin A sin Q /'(r) sin (^ —
M C*rtgX ' isinP Jlf C2r tgP
c sin P sin A sin Q dl

L«]

CcosP — ccosp
Nach Substitution dieser Werte in die Formel (11), sowie

der Werte fur 8A, da, Sr... in die Formel (10) und
Multiplication beider Ausdriicke ergibt sich, indem sich alle
anderen G-lieder heben

dA'da dr'dc'dI'd£dPdQ'

nA d A d a d r d c
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80 §• Studien fiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

folglich

- ^ # ^ sin F cos/ sinl'dA'da'dr'dc'dXdgdPdQ'

^-sin P cosy sin A d Ada drdcdXd£dP dQ.

Ganz in derselben Weise wie in der friiheren Aufgabe
folgt bieraus, da8 dieser Ausdruck aucb gleicb

/>(»))« ~<n) , (n) |7(n)\2

w — * s i n ^ W sin /»»sin lM d AM d a™ d r(n) d cw

ist und da8 zur GleichuDg / = JM erforderlicb ist, da8
0 (Ain\ a'"') _ <p(e(n)) _ &(A,a) g>(e)

a™t(A<n),a™)' ( c w ) 8 ~~ at {A, a ) ' c s

sei, da8 also <P und cp dieselben Werte, wie im speziellen Falle
der Momentankrafte erbalten. Nicbt wesentlich schwieriger ist
das Problem zu bebandeln, wo die materiellen Punkte zu je
zweien von einer beliebigen Kraft zusammengehalten einander
umkreisen und im iibrigen wieder nacb einem anderen willkiir-
lichen Gesetze aufeinander wirken. Da jedoch die entsprechen-
den Formeln viel komplizierter werden und alle diese Auf-
gaben ohnedies als spezielle Falle aus dem spater zu ent-
wickelnden allgemeinen Theorem fliefien, so will icb mich
hierauf nicht weiter einlassen.

II. Gleichgewicht der lebendigen Kraft zwischen einer
endlichen Zahl materieller Punkte.

6.

In einer sehr groBen, allseitig gescblossenen ebenen Flache
befinden sicb n materielle Punkte, deren Massen m1, m2...mn

und deren Geschwindigkeiten cx, c2...cn beiBen mogen und
zwischen denen beliebige Krafte tatig sind, die aber erst in
einer gegen ibre mittlere Entfernung verschwindenden Distanz
zu wirken beginnen. Offenbar werden wieder fur die Richtungen
dieser Gescbwindigkeiten alle Richtungen der Ebene gleich wahr-
scbeinlicb sein. Allein die Wahrscbeinlicbkeit, da8 die Ge-
schwindigkeit eines Punktes zwischen gegebenen Grenzen liege
und zugleich die eines anderen sicb zwiscben anderen Grenzen
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5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 81

befinde, wird keineswegs das Produkt beider einzelnen Wahr-
scheinlichkeiten sein; die zweite wird vielmehr abhangig von
dem fiir die Geschwindigkeit des ersten Punktes vorausgesetzten
Werte sein. Die Geschwindigkeit des letzten Punktes endlich
ist durch die der n — 1 andern vollkommen bestimmt, da ja
in dem ganzen Systeme immer ein gleiches Quantum lebendiger
Kraft enthalten sein muB. Ich will daher die Zeit, wahrend
welcher im Verlauf der Zeiteinheit die Geschwindigkeiten so
verteilt sind, daB c2 zwischen c2 und c2 + dc2, zugleich c3

zwischen c3 und c3 + dc3 usw. bis cn liegt, also die Wahr-
scheinlichkeit dieser Verteilung der Geschwindigkeiten mit
9>i(C2» c3...cn) dc2 dc3.. .dcn beseichnen. Die Wahrschein-
lichkeit, da8 ex zwischen cx und cx + dcx und die iibrigen Ge-
schwindigkeiten auBer c2 zwischen analogen Grenzen liegen, sei

(p2{c1,c3,ci...cjdc1dc3...dcn

usf. Ferner seien die lebendigen Krafte
in^el _ , m^ el _ , mnc* _ ,

2 x ' 2 ~" 2 ' ' ' 2 ~ »

und die Wahrscheinlichkeit, daB kz zwischen k2 und k2-\-dk2,
k3 zwischen A3 und ks + dk3... bis kn liegt, sei

Vi (k2>k3• • • ^n)dKdk3.. .dkn

Analog sei die Bedeutung von IJJ2(kvk3...kn) usw., so daB man
also hat:

m2c2 »i8^...m.cflVx^—p-»—I-8- 2^J =9'1(c2c3...cn)
oder

9 l (C2 C3 • • • Cn) = 2 ~ V « , » » , . . . ! » , - fk2k3...kn ^ {k2)k3... kn)

und ahnlich fiir die iibrigen cp und i//. Betrachten wir Zu-
sammenstb'Be von irgend einem Punktepaare, z. B. mr und ma,
welche so geschehen, daB cr zwischen cr und cr + dcr,
ct zwischen cs und cs + dca liegt. Die Grenzen derselben
GroBen nach dem ZusammenstoBe seien cr' und cr'+ dcr',
c/ und c /+ rfc/. Es ist nun klar, daB Gleichgewicht der
lebendigen Kraft stattfinden wird, wenn stets ebenso viele
Punkte zwischen den mit Strichen versehenen als zwischen
den ungestrichenen Grenzen zusammentreffen werden, wie
immer die ubrigen das Zusammentreffen charakterisierenden

Boltzmann, Gesammelte wissensch. Abliandl. I. G
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82 5. Studien uber das Grleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

GroBen und wie immer die Grenzen beschaffen seia mogen,
zwischen denen die Werte der Greschwindigkeiten der ubrigen
Punkte liegen. Die Anzahl der Punkte, welche zwischen ge-
gebenen Grenzen zusammentreffen, und zvvar so, da8 zugleich
die Geschwindigkeiten der ubrigen Punkte zwischen c2 und
c2-\-dc2... liegen, unterscheidet sich aber von der in den
friiheren Aufgaben bloB dadurch, daB an die Stelle des Pro-
duktes cp (cr) cp (cs) dr ds die Funktion qo1 (c3 c3 . . . cn) dc2 dc3... dcn

tritt. Es tritt daher auch an die Stelle der friiher (fur einen
ahnlichen Fall, der sich leicht zu diesem erweitern laBt) ge-
fundenen Bedingung

Cr • C Cr'- C,'

die Bedingung
<pt (e2,e3...cn) _ go, ( e 2 . . . er'... e.'... cn)

o, c, cr' e,'

Dasselbe gilt naturlich auch fiir cp2, <p3... Fiihrt man
statt cp die Funktion ip ein, so ergibt sich

jedesmal, wenn

K+ h= v+ K
Subtrahiert man vom Differentiale der ersten Gleichung

k -4-^-dk - dVl dk' 1 dy/l dk'dk 4 d k dk 1 dk
dkr

 a * ' + dk, a*<- dk/ anr+ dk,'
 ak>

das der zweiten mit A multipliziert und setzt den Koeffizienten
jedes Differentials gesondert gleich Null, so ergibt sich

. _ dtp! _ dip! _ dipt _ dipi
~ ~dk7 ~ ~dkT ~ ~dkr

r ~~ ~dkT'
Es ist daher allgemein

dipx dipt dipi dipt

dk2 ~ dks ~ ~d~Ft dJeT'

daher ipx eine Funktion von A2 + ks... + kn. Wir wollen daher
i/*j (k2,ks ...) in der Form ipx (k2 + k3 + ...An) schreiben. Es
ist noch die Bedingung des Warmegleichgewichts zwischen ml

und den ubrigen Punkten zu suchen. Dieselbe wurde if)x voll-
kommen bestimmen. Es geschieht dies jedoch am einfachsten
mit Hilfe der ubrigen ifj, welche naturlich wie i/^ Funktionen
einer Summe sein miissen. Dieselben sind aber alle durch
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5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 83

eine bestimmte Eelation miteinander verkniipft. Wenn naralich
die gesamte im System enthaltene lebendige Kraft n x ist, so ist

+ k3...kn=nx.
Fiihrt man daher in ipy{f<2 + ks...kn)dk2d/i3...dkn statt der
darin erscheinenden Variabeln die rieuen Variabeln

"3 J "'i • • • "•„> n X « 2 — ™3 • • • *n = s 1

ein, so muB man ip2{kx-^ ks-\- ...kn)dkldk3...dkn erhalten.
Dadurch verwandelt sich aber \p1 [h2 + h3...kj in i|»,(nj(- Aj)
und dk2dk3...dkn in d/i1dlt3...d/tn. Es ist also

ip^nx- Aj) = ifJ2(k1+k3+ ...kn) = %{nx- k2)

fiir alle kx uad lt2, daher sind alle ty gleich einer und der-
selben Konstanten h. Es ist also die Wahrscheinlichkeit, da8
zu gleicher Zeit hx zwischen kx und kx + d kx, k2 zwischen k2

und k2 + dk2 usw. liegt, wobei nur eines der k auszulassen ist
kdk.dk.dft....,

wo wieder das entsprechende Differential fehlt. Natiirlich wird
diese Wahrscheinlichkeit im Momente, wo kx + k2 + h3... den
Wert nx uberschreitet, plotzlich gleich Null.

Die Wahrscheinlichkeit, daB c2 zwischen c3 und c2 + dc2,
c3 zwischen c3 und c3 + dc3... liegt, aber ist bestimmt durch

<Pi (C2 ca-c»)dc2 dc3—dcn= m2m3...mnh-c2 c3...cndc2 dc3... dcn.

Dabei liegt der Endpunkt von c2 innerhalb eines Kreis-
ringes vom Flacheninhalt 2nc2dc2, der von c3 innerhalb eines
Kreisringes vom Flacheninhalt 2%c3dc3 usw., der von cx in
der Peripherie eines Kreises von der L'ange 2 % cx und da
innerhalb dieser Kreisringe alle Punkte gleich wahrscheinlich
sind, so kann man sagen: Die Wahrscheinlichkeit, daB der
Endpunkt von c2 innerhalb des Flachenelementes da%, der
von c3 innerhalb des Flachenelementes' da3 usw., der von cx

aber auf der unendlich kleinen Linie d al liege, ist proportional
dem Produkte

— dco, d<x,,da....d<rn,

wenn die geforderten Lagen und Geschwindigkeiten nicht, weil
sie dem Prinzipe der Erhaltung der lebendigen Kraft wider-
streiten, unmoglich sind.
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84 5. Studien fiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

Es eriibrigt noch, die Zeit zu finden, durch welche hin-
durch im Verlauf der Zeiteinheit die lebendige Kraft irgend
eines Punktes, z. B. des ersten zwischen gewissen Grenzen kx

und Aj + d /tj liegt, ohne Riicksicht auf die lebendige Kraft der
iibrigen Punkte. Teilen wir zu diesem Zwecke die gesamte
im System enthaltene lebendige Kraft nx in unendlich viele
[p) gleicbe Teile, so ist, wenn nur zwei materielle Punkte
vorbanden sind, also fiir n = 2 die Wahrscheinlichkeit,

daB Aj innerbalb irgend eines der p Intervalle 0 bis —,

— bis —-, — bis — usw. falle, gleicb, das Problem also gelost.
p p p p ' & 8* 8x

Fur n = 3 muB, wenn kl zwischen (p — 1)— und p •—
liegt, sowohl k2 als auch k3 innerhalb des ersten der p Intervalle
liegen. Wenn kx innerhalb des vorletzten Intervalles liegt, also fur

sind zwei Falle moglich; es kann k2 in das erste oder zweite
der p Intervalle fallen, k3 ist immer bestimmt. Fiir

sind fiir k2 drei Intervalle moglich usw. Da nun alle diese
Falle gleich wabrscheinlich sind und ihre Zahl im ganzen

ist, so ist die Wahrscheinlichkeit, daB kx zwischen (p — g) —

und (p - q)^- + - j - liegt p(
2

p
q

+1), wofiir man, weil p un-

endlich ist, —f- setzen kann. Setzen wir (» — q) — = L und
•Ax p p

— = d kx, so ist also die Wahrscheinlichkeit, daB kx zwischen

Aj und kx + d^ liegt * ~ ' — - . Sei n = 4, so ist, wenn

kx im letzten Intervall liegt, also {p — 1) — ^ ^ ist, wieder
nur ein Fall moglich, namlich daB k% und k3 im ersten
Intervall liegen. Ist

so sind drei Falle moglich, namlich fiir k2 und k3 die Inter-
valle 11, 12 und 21; fur
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5. Stadien uber das Gleicbgewicbt der lebendigen Kraft usw. 85

gibt es schon sechs Falle, namlich fur k2 und k3 die Inter-
valle 11, 12, 13, 21, 22 und 31; A4 ist immer bestimmt.
Im allgemeinen sind fiir

' Falle moglich. Man iiberzeugt sich davon leicht,

indem man statt der Intervalle fiir A, und k3 die fiir k2 und
k2+k3 ins Auge faBt; dieselben sind im ersten Falle 11,
im zweiten Falle 11, 12, 22, im dritten aber 11, 12, 13, 22,
23, 33, also nichts anderes, als die Amben mit Wiederholung
aus 1, 2, 3 . . . Elementen. Fiir alle Werte von kt entstehen
im ganzen

2 "*" 2 2 2-3

Falle. Daher ist die Wabrscheinlichkeit, da8 kx zwischen

-q)*± und {p-g)±L + ^L liegt, ,3 ? (? + 1}
 n und mit

Vernachlassigung des unendlich kleinen —\-. Wird wieder

(p — q)—- = Ax und — = dkx gesetzt, so erh'alt man fiir die

Wahrscheinlichkeit, daB \ zwischen kx und Aj+tf^ liegt,

— *~ ^ . Ganz in derselben Weise ergibt sich allgemein

fiir die Zeit, wahrend welcher im Verlauf der Zeiteinheit bei
n Punkten die lebendige Kraft irgend eines derselben zwischen
den Grenzen k und k + dk liegt, der Ausdruck

(n- \){nx-k)n—idk

daher ist die Wahrscheinlichkeit, daB dieselbe zwischen ihrem
Maximum nx und k liegt, (1 — kjnx)n~\ Die mittlere lebendige
Kraft jedes Punktes ist x. Fiir n — oo verwandelt sich die
letztere Wahrscheinlichkeit in «—*/*, die erste mit Vernach-
lassigung des unendlich kleinen in

lk = —-e~^dk.
X

Fiihrt man noch me2/2 statt k ein, so erhalt man genau die
in der ersten Aufgabe gefundene Formel. Ich bemerke noch,
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86 5. Studien tiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

daB, wenn man die eben gefuhrte Deduktion durch die Symbolik
der Integralrechnung ausdriickt, die Wahracheinlichkeit, daB k^
zwischen kx und kt + dkx liegt, durch

nx — fta n x - S , - ! , nx - k% - 1c,.. — fcn_2

die, f dk} f dka J dk»_t

nx nk^ nx — ki — ki n x - S j - i j . , - 1 ;

fdkif dk, f dt, / dkn_t
0 0 0 0

dargestellt wird, was nach Ausfuhrung der Integration en wieder
zu demselben Ausdrucke fiihrt.

7.

Die n materiellen Punkte sollen sich in einem allseitig
mit elastischen Wanden geschlossenen sehr groBen Eaume be-
wegen; im iibrigen bleibt das Problem so wie die Bezeichnungen
unverandert. In diesem Falle liefert die Bedingung, daB inner-
halb jenes Bruchteiles der Zeiteinheit, wahrend dessen die
Geschwindigkeiten aller Punkte bis auf die der zwei Punkte mr

und ma zwischen den Grenzen cx und cx + dcx, c2 und c2-f dc2...
liegen, diese zwei Punkte ebensooft so zusammenstoBen, daB
c
r»

 c<> 9> £ u n ^ seiche Veranderliche noch das Zusammen-
treffen bestimmen mogen, zwischen den Grenzen cr und cr+dcr,
cs und cs-\- dce, g und g + dg . . . liegen, also so, daB diese
GroBen zwischen cr' und cr '+ dcr', ct' und cs'+ dct'... liegen

<p, (C 2 , 0 3 . . Cr . . C, . . C . ) _ <P, (C2, Ca..Cr' , . c / . . C n )

Dabei sollen wieder die Werte der Variabeln, wenn sie
vor dem Zusammentreffen zwischen den Grenzen cr und cT+dcr,
cs und cs+dcs, g und g + dg . . . lagen, nach demselben
zwischen cr' und cr' + dcr', c3' und cs' + dcs'. . . liegen und um-
gekehrt. Es soil daher zwischen cr, cs, rr', und c/ die einzige
Eelation

? 2 / / 2 m,'r,'2

2 T 2 2 ' 2

bestehen. Fiihrt man wieder die lebendigen Krafte ein, so

j , ka..kr..k,..Ic») _ y, (/f,, k3.. kr'. .k,' ..kn)
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5. Studien tiber das Gleichgewicbt der lebendigen Kraft usw. 87

Um symmetrische Ausdriicke zu erhalten, dividieren wir
links und rechts durch ]/A2 k3..., worm nur k:, kr und ka aus-
gelassen sind, so erhalten wir ganz analoge Gleichungen, wie
in der friiheren Aufgabe, nur da8 jetzt an der Stelle von

Ausdruck
y, (fca, A, ..kn)

steht. Aus denselben folgt daher, da8 dieser Ausdruck eine
Funktion von k2 -f k3 + .. kn sein muB. Wir erhalten also

usw. Aus demselben Grunde, wie in der vorigen Aufgabe, ist
aber kx + k.2 + . . kn = nx, ipx = I(J2 = ty3...; daher

A v fn v — h \ — vh h h v (n v h \, n%l\ 1/ — F 1 a '' n*2 Vlx liil

woraus sich ergibt

Es ist also die Wahrscheinlichkeit, da8 gleichzeitig kz

zwischen k.z und k2 + dkt, k3 zwischen k3 und k3 + dks usw. liegt

Vi(A2» A3• • ) d h d k 3 • ' d K = h\kxhh--KdKdk3••dK>
die Wahrscheinlichkeit, da8 c2 zwischen c2 und dc2> c3 zwischen
c3 und c3 + rfr3 .. liegt, aber ist

y>i(c2> c3..)dc2dc3..dcn

h •/» >/» */s '/• 2 5 2 J J J

= ljfiimim*mt~ ™« Cl Cl Cl • • r« d°i d03 -'dcn'
Dabei liegt der Endpunkt von c2 innerhalb der Kugelschale

4^Cjrfc2, der von cs innerhalb der Kugelschale 4JTC\dc3 usw.,
der von ct aber auf der Oberflache k%c\, und da innerhalb
dieser Raume jeder Punkt gleich wahrscheinlich ist, so ist die
Wahrscheinlichkeit, daB der Endpunkt von c2 im Volum-
elemente ds2, der von c3 im Volumelemente ds3 usw., der von cL

aber auf dem Oberflachenelemente d<rx sich befindet, proportional
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88 5. Studien fiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

Es ist noch die Wahrscheinlichkeit, zu finden, daB kY zwischen
kx und kx + dkx liegt, ohne Riicksicht auf die Werte der ubrigen
lebendigen Krafte. Man uberzeugt sich in derselben Weise,
wie dies in der vorigen Aufgabe geschah, daB, wenn \ zwischen
Ax und kx + dkx liegen soil, k2 innerhalb aller Intervalle von
Null bis n x — kx, dabei noch k2 innerhalb aller Intervalle von
Null bis nx — kx — k2 usw. liegen kann; nur kn ist vollkommen
bestimmt. Addiert man alle diese Falle, jeden mit seiner
Wahrscheinlichkeit

/t]/A, k2 • l<3 .. AB_X • (HX - Ax - k2 .. - /<„_,) dkx • dk2 - dhs

multipliziert, so ergibt sich

Dieses Integral, dividiert durch die Suinme aller iiber-
haupt moglichen Falle, jeder wieder mit seiner Wahrscheinlich-
keit multipliziert, also durch dasselbe Integral noch beziiglich kr

von Null bis n x integriert, liefert die Wahrscheinlichkeit, da8
Aj zwischen \ und \ + dkx liegt. Durch Ausfuhrung der
ersten Integration findet man

\nx — «j « 2 . . « n _ 2 r •

Fiihrt man dazu noch die zweite Integration aus, so er-
gibt sich

'rl—\r rl—

r4-
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5. Studien fiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 89

Fahrt man so fort, so gelangt man endlich fur den Zahler
zu folgendem Ausdrucke

3n-5

~)
Dieser Ausdrack, bezttglich At von Null bis nx integriert,

liefert als Nenner

(nx)
3n-2

2~

und es ist also die Wahrscheinlichkeit, daB kx zwischen k und
k + dk liegt

(JL) r ( 3 w , ~ 3 )
Die mittlere lebendige Kraft jedes Punktes ist x. Fiir

w = c» wird dieser Ausdruck wegen

(¥)
lim ^ - L = 1

IT) r(-2-j
zu

also mit dem friiher Gefundenen identisch.

Es soil noch das Problem behandelt werden, da8 sich in
einem allseitig von elastischen Wanden umschlossenen Eaume n
freie materielle Punkte befinden, welche in beliebiger Weise,
aber erst in einer gegen ihre durchschnittliche Distanz verschwin-
denden Entfernung aufeinander wirken. AuBerdem sollen da-
selbst noch iVNunkte sein, welche durch beliebige Bjafte gegen
ebenso viele feste Centra gezogen werden und auf die n Punkte
wieder mit beliebigen Kraften, jedoch in sehr kleiner Ent-
fernung wirken. Endlich sollen noch die N Punkte nicht auf-
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90 5. Studien uber das Gleiebgewicbt der lebendigen Kraft UBW.

einander einwirken. Wir wollen die Beschaffenheit der Bahn
der NPunkte wieder durch die GroBen Ax, alf A2, a2...AN,
as charakterisieren, welche dieselbe Bedeutung wie die
GroBen A, a in Aufgabe 5 haben. Die Wahrscheinlichkeit,
daB gleichzeitig die lebendigeD Krafte der n Pankte zwisohen
den Grenzen kx und h^ + dk), k2 und h2 + dhz...kn und
kn + dkn sowie die GroBen Ax, ax, A2..-. zwischen den
Grenzen A1 und At +dAt... liegen, sei

i/>(Aj,A:3.. A1,a1,A2,a2...)dk1d/i2..dAlda1dA2da2...,
wobei jedoch eine der GroBen kx,k2..kn, Av A2..AN samt ihrem
Differentiate, weil durch die ubrigen bestimmt, fehlen muB.
Das Fehlen der GroBe kt soil durch einen dem if) angehangten
Index /, das der GroBe A( durch den Index L bezeichnet
werden. Die Bedingung des Gleichgewichtes der lebendigen
Kraft zwischen irgend zwei Punkten wird sich wieder nur da-
durch von der fiir unendlich viele Punkte gefundenen unter-
scheiden, daB an die Stelle des Produktes der beiden Wahr-
scheinlichkeiten eine der Funktionen ip tritt. Sie ist daher
zwischen zwei freien Punkten.

yj fe . . Ay • • k,.. Au a,, A^, a,,..)

VKks
• • frr-t. kr\ kr+\ • • fr._v h\ k,+i • • A,, a,..)

Vk/17
fur kr + k3 = kt' + ks' und zwischen einem freien und einem
gegen ein festes Zentrum gezogenen Punkte
yj (k,, h,. • kr.. Ax, a, .. A,, a,..)

yier at ts (As as)

_ V (k,, k,.. fcr_,, kr', kr+i ..At,at.. o,_,, A.', a,', J , 4 1 • •)

yJ/"/tAA,',a/)

fur kr + As = kr'+As'. Aus alien Bedingungen, welche hierdurch
reprasentiert sind, folgt

t. .k-uh+t ••At,ai,A,,a1..)

• «i • ti (Au a,). a2 .

= *« (&i + * ! • • + k'-i + h+i • • + Ax + At..)

k, ,.At,at.. J , _ , , a,_,,

... a, tx (Au at).. a,_, . f,_, (J,_,,
= XL K (*i + ki
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5. Studien uber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 91

AuBerdem ist aber Ax + k2 + .. kn + Ax + A2.. AN gleich
einer Konstanten (n -f- N)x und mussen mit Riicksicht hierauf
alle 'ip als Ausdrticke einer und derselben Wahrscheinlichkeit
einander gleich sein. Hieraus lassen sich die Funktionen x
bestimmen und man erhalt

+ A1 + Ja..)] = haltl {Av a,).

Man erhalt also fur die Wahrscheinlichkeit, daB kx zwischen
und A2 + dkx ...Al zwischen Ax und Ax + dA1, ax zwischen
und ax + dat... liegt, den Ausdruck

a,). o2 . ^ (^2, a2).. ANtN{AN, aN) d^dk^..
^ dax dA2da2 . ..,

wobei nur das Differential derjenigen GroBe fehlt, welche man
als durch die ubrigen bestimmt .annimmt. Dabei muB nattir-
lich immer kx + k2.. + Ax + A2..^(n + N)x sein und auch at

kann bei gegebenem At ein bestimmtes Maximum, welches der
Bewegung im Kreise entspricht, nicht iiberschreiten. Fiihrt
man statt der lebendigen Krafte die Geschwindigkeiten der
nPunkte ein, so findet man fiir die Wahrscheinlichkeit, daB
dieselben zwischen cx und cx + dcx... liegen und die GroBen^j,
ax... dieselben Werte, wie friiher haben, den Ausdruck

// v\ c\.. cl. ax tx ( A v a,) a2 t2 (Av a2).. tN{AN, aN)dcx dc2..

dcndA1 dax. ,daN>

welcher noch, wenn ct als durch die ubrigen bestimmt an-
genommen wurde, durch ct zu dividieren ist. Fuhrt man in
derselben Weise, wie dies friiher geschah, statt der A und a
die Geschwindigkeit, Geschwindigkeitsrichtung und Entfernung
der N Punkte von ihren fixen Zentren ein, so ergibt sich, daB
wieder die Wahrscheinlichkeit, daB zugleich ml im beliebig
gelegenen Raumelemente dslf m2 in ds2.., Mx in dSx, M2 in
dS2 ...; ferner die Endpunkte der Geschwindigkeiten cv c2.. Cv

C2.. in den Raumelementen dax, da2..d2x, dS2.. und end-
lich der Endpunkt der letzten Geschwindigkeit ct oder Cl auf
dem Flachenelemente da>l liege, falls dies ilberhaupt moglich
ist, proportional d s1 ds2.. dS^. dS2 ..dal.d(r2..d21. d22 ..da
dividiert durch die letzte Geschwindigkeit ct oder Ct ist.
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92 5. Studien tiber das Gleicbgewicht der lebeudigen Kraft usw.

Daraus folgt, da8 fiir jede beliebige Lage der Punkte und
GroBe ihrer Geschwindigkeiten fur letztere jede Richtung im
Raume gleich wabrscheinlicb. ist; ferner, da8 fiir jede beliebige
Lage der materiellen Punkte gegen ibre fixen Centra die Ver-
teilung der verschiedenen Geschwindigkeiten dieselbe ist, wie
sie in Aufgabe 8 gefunden wurde. Sie hangt bloB von der
noch fiir die Geschwindigkeiten ubrigen lebendigen Kraft, also
von der Summe der Potentiale aller iVPunkte beziiglich ihrer
fixen Centra ab. Es ist daher fiir alle Lagen der materiellen
Punkte und folglich auch allgemein die mittlere lebendige
Kraft aller Punkt untereioander gleich.

III. Allgeineine Losung des Problems des Gleichgewichtes
der lebendigen Kraft.

Es seien n materielle Punkte im Raume mit denMassenmj,
mi...mn gegeben. Die Wirkung je zweier aufeinander sei
eine willkurliche Funktion ihrer Entfernung. AuBerdem
konnen beliebig viele derselben jeder von beliebigen Kraften
gegen beliebig viele und beliebig gelegene feste Centra (Punkte
von unendlicher Masse) gezogen werden. Die Krafte, durch
welche die Punkte affiziert werden, sind daher bloB der Be-
dingung unterworfen, daB sie Funktionen der Lage samtlichcr
Punkte sind und eine Potentialfunktion haben. Im ganzen
Systeme sei ein bestimmtes Quantum lebendiger Kraft ent-
halten; es wird nach der Wahrscheinlichkeit gefragt, daB jeder
der materiellen Punkte sich an einem gegebenen Orte befinde
und dabei die Geschwindigkeit eines jeden eine bestimmte
GroBe habe. Charakterisieren wir den Ort des Punktes 7BX

durch die drei rechtwinkligen Koordinaten xx yx z1, den des
Punktes rn2 durch x2y2zi usw., nennen die drei Komponenten
der Geschwindigkeit cx des Punktes ml parallel zu den drei
Koordinatenaxen uv vv iov die entsprechenden Komponenten
fiir den zweiten Punkt w2, vv iv2 usw. und bezeichnen die Zeit,
innerhalb welcher wahrend des Verlaufes einer sehr langen
Zeit gleichzeitig xx innerhalb der Grenzen x1 und .vx + dxv

yx innerhalb yY und yx + dylf zx innerhalb zx und zx + dzv

also m1 innerhalb des Raumelementes dsx = dxx dy^ dzv

ferner m2 in gleicher Weise innerhalb des Raumelemestes
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5. Studien uber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 93

c?Ja = dx2dy2dz2 . . . mn innerhalb dsn = dxndyndzn, dann
noch Wj innerhalb der Grenzen MX und ux + dux, vx innerhalb
i'j und Wj + dvx, wx innerhalb wx und icx + dwx; daher der
Endpunkt von cx (wenn man sich dasselbe vora Anfangspunkte
der Koordinaten aus in GroBe uud Richtung aufgetragen denkt)
innerhalb des Raumelementes dax = du1dv1dw1, ferner in
in gleicher Weise der Endpunkt von c2 innerhalb des Raum-
elementes d a2 = d u2 d v2 dw2..., der von cn_, innerhalb
dan_x = dun_t dv_t «?«'„_,, endlich der Endpunkt von cn,
welches seiner GroBe nach bestimmt ist, auf dem Flachen-
elemente dcon liegt, dividiert durch diese sehr groBe Zeit mit
f{xvyvzx..xn,yn,zn>uvvvwx..un_vvn_vwn_vunvn)dXl dyx dzx..

dzndul..dun_1 dvn_x dwn_xdcon.

Um alles durch die unter dem Funktionszeichen befind-
lichen Variabeln auszudrucken, also wn als durch die ubrigen
bestimmt zu betrachten, wollen wir noch dan durch dun und
dvn ausdriicken. Es ist dann dundvn die Projektion von dcon

auf die #?/-Ebene, daher

Nach Verlauf einer sehr kurzen Zeit St sollen die Werte
d e r V a r i a b e l n x = xx + S xx. yx = yx + 8yx ...ux'—ux-\-Sux..
sein. D i e n e u e n G r e n z e n de r se lben seien dx}'dyx ..dux; so
h a t m a n

Sxx = ux St, Syx — vx St, Szx = irx St, Sx2 — u2St . . .;

ferner, wend x(xvyvzvxvyvzv . . . xn,yn,zj das Potential des
gesamten Systems sowohl auf sich selbst als auch beziiglich
der festen Anziehungscentra ist

mxSux = -~St, mxSvx = -^- St, mxSw1 = •—-St,m2Su2= -^- St. .

Es ist daher

dSy, ddx, ddx? dSx,, ddyn n

dx, dy, dxt dx2 dx,, dyn

Ebenso

ddi\ ddu\ dSu^ dSun ddvn

dt\ dwl dwj " ' dun dvn
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94 5. Studien fiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

Nur dSznjdzn verschwindet nicht, weil wn Funktion der
ubrigen Variabeln ist, namlich

2 2 2 2 2 2 2

1 —g— = X g 2 2 2~' ' ' 2 2~

Es ist also
ddxn dwn v 1 d/ v , Sw,,
—r ^ -j Ol = —j Ol =
dXn dX-n fflnWn **%n Wn

Hieraus ergibt sich
dx,' dy,' dz,'dx2'. . dx^ dyn'dzn'du,'dv,'dw,'. . dun'dv^

ddx, ddt/t ddvJ\ •
+ --;—- H—y^ 1 . . . -=— I dx, ay* dz, dx0 ..du dv

Die Zeit, wabrend welcher x, zwischen xx' und x, + efarj',
y zwischen y^ und y,' + rfy/... bis vn zwischen vn' und wn'+ rf«n'
liegt, ist unserer Annahme gemaB, indem wir dcon durch dun,dvn

ausdrucken

Damit die Werte der Variabeln in diese mit Strichen
versehenen Grenzen eintreten, mussen dieselben notwendig vor
der Zeit St zwischen den Grenzen xx und x, -j- dx1, y, und
yx + dyx .. vn und vn + dvn gelegen sein, sowie umgekehrt
jedesmal, wenn der letztere Fall eintritt, dieselben nach der
Zeit St zwischen x, und xx' + dx,', y,' und yt' + dyx'.. vj und
un' + dvj liegen werden. Da wir aber St als konstant an-
gesehen haben, so muB der Zeitmoment, wahrenddessen die
Werte der Variabeln in die Grenzen x, und x, + dxx, y, und
y, + dy,..vn und vn + dvn eintreten von demjenigen, wahrend-
dessen sie in die Grenzen x,' und x,' + dx,', y,' und
y( + dy,'... un' und wB' + dv^ eintreten, genau ebenso weit
abstehen, wie der Moment, wahrenddessen sie aufhoren, alle
innerhalb der ersteren Grenzen zu liegen, von demjenigen,
wahrenddessen sie aufhoren, alle innerhalb der letzteren
Grenzen zu liegen. Es muB daher die Zeit, wahrend welcher
sie im ganzen innerhalb der ersteren Grenzen liegen, gleich
sein der Zeit, innerhalb welcher sie zwischen den letzteren
Grenzen liegen; daher

^fOWi -'vn)d*i dy,..dvn= ^-,f[x,', y^.. vjdx,'dy,'..dvn'.
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5. Studien iiber das Gleichgewicbt der lebendigen Kraft usw. 95

Druckt man hier das Produkt der Differentials dx^', dyx'..dv^
sowie wn' durch dxr, dyx..dvn und wn aus, so ergibt sich

cJ\xi, yx ••»„) = c,Y(*i'» &'»• • O -
Von den Werten der Variabeln x(, yx'.. wx' kann man zu

den nach der Zeit t + 2 St stattfindenden a "̂, y^.. »n" iiber-
gehen usf., und man erhalt daber allgemein

c^n^,y^..v^) = «./"(*„ ft. ••»,)•
Daraus folgt, da die unter dem Funktionszeichen stehen-

den Variabeln im allgemeinen voneinander unabhangig sind,
da8 cn f{xl,y1,..vr^ eine Konstante ist. Es ist also die Wahr-
scheinlichkeit, daB der Punkt m1 innerhalb des Eaumelementes
dslf der Punkt m2 innerhalb ds2.., ferner der Endpunkt der
Geschwindigkeit cx des ersten Punktes innerhalb d<rlt der der
Geschwindigkeit c2 des zweiten innerhalb dcr2.., endlich der
Endpunkt der Geschwindigkeit cn des letzten Punktes auf
dem Flachenelemente d«n liege, proportional dem Produkte

— ds. ds9 .. dsn df>, da, . . d<r , dm

ist, solange die geforderte Lage iiberhaupt moglich ist. Fur
alle andern Lagen wird diese Wahrscheinlichkeit plotzlich Null.
Hieraus folgt erstens, daB bei gegebener Lage der Punkte und
GroBe ihrer Geschwindigkeiten fur letztere jede Richtung im
Eaume gleich wahrscheinlich ist; zweitens, daB bei gegebener
Lage der Punkte die Verteilung der Geschwindigkeiten unter
ihnen genau die in Aufgabe 7 gefundene ist, wenn man da-
selbst nx — x statt nx setzt und nur abhangt von dem Potentiale
des Systems in der gegebenen Lage, daB also die mittlere
lebendige Kraft aller Punkte fur alle Lagen, daher uberhaupt,
gleich sein muB; drittens, daB die Wahrscheinlichkeit, daB TWj
innerhalb ds1, mi innerhalb ds2 . ., mn innerhalb dsn liegt,
proportional

Sn—«

(«* — #) 2 ds1ds2..dsn,
daher die Wahrscheinlichkeit, daB auBerdem kt zwischen ht

und kt + dkv liegt, proportional

fTH(^"^•_1^»'*=6d]hdh dg% ,.d$n

ist. nx ist die ganze im System enthaltene Arbeit. Dabei ist
noch zu bemerken, daB Lagen unmoglich sein konnen, fur
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96 5. Studien iiber das Gleicbgewicht der lebendigen Kraft usw.

welche x<nx ist, wenn sie durch lauter unmogliche Lagen von
den wirklichen Lagen der Punkte des Systems getrennt sind.

Al8 spezieller Fall folgt aus dem ersten Satze, wie ich
schon in meiner Abhandlung iiber die mechanische Bedeutung
des zweiten Hauptsatzes gezeigt habe, daB die mittlere lebendige
Kraft eines Gasatoms gleich der der progressiven Bewegung
eines Molekiils ist. Dieser Beweis fiillt aber auch eine in der
Losung aller ubrigen Aufgaben gelassene Liicke aus; er zeigt
namlich nicht nur, daB fur diese Verteilung der Geschwindig-
keiten Gleichgewicht der lebendigen Kraft stattfa'ndet, sondern
auch, daB dasselbe in keiner anderen Weise moglich isf. Eine
Ausnahme hiervon tritt nur ein, wenn die Variabeln xv yv zv

x2...vn nicht voneinander unabhangig sind. Es kann dieser
Fall fur alle Systeme von Punkten fur gewisse spezielle Werte
der Variabeln eintreten, welche durch bestimmte Relationen
aneinander gekniipft sind, die sich dann im ganzen Verlaufe
der Bewegung erhalten, die aber, sobald man sie nur im
mindesten storen wiirde, sich sogleich selbst vernichten wiirden
(labiles Gleicbgewicht der lebendigen Kraft), z. B. wenn alle
Punkte und fixen Centra urspriinglich in einer mathematischen
Linie oder Ebene liegen wurden. Als stabiles Gleichgewicht
ist dieser Fall nur moglich, wenn das Punktesystem so be-
schaffen ist, daB die Variabeln fur alle moglichen Anfangs-
werte nach einer bestimmten Periode stets wieder zu den
Anfangswerten zuriickkehren, ohne dabei alle mit dem Prinzip
der lebendigen Kraft vereinbarten Werte angenommen zu haben.
Alsdann sind statt einer Art des Warmegewichtes immer deren
unendlich viele moglich, welche erst in ihrem Vereine dem
oben gefundenen Gesetze gehorchen wurden, wie dies in der
Tat sogleich eintritt, wenn die Periodizitat wie immer, z. B.
dadurch, daB sich das Punktesystem in einem allseitig von
elastiscben Wanden umschlossenen Eaume bewegt oder durch
auch nur ein frei herumfliegendes Atom, das an elastischen
Wanden anprallt, gestort wird.1)

') [Dieser letzte Absatz ist fraglich. Es ist nicht bewiesen, daB
trotz der Refiexionen an elastiscben Wfinden bzw. trotz der Wirkung
jeoes Einzelatoms nicht noch auBer der Gleichung der lebendigen Kraft
noch andere Gleichungen bleiben, so daB das System nicht alle mit der
1. Gleichung vertriigliche Werte durchlauft. Bern. a. d. NachlaB.]
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