5.

Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft
zwischen bewegten materiellen Punkten.')
(Wien. Ber. 58, S. 517—560. 1868.)

Siamtliche bisher entwickelten Prinzipe der analytischen
Mechanik beschrinken sich auf den Ubergang eines Systems
materieller Punkte aus einem bestimmten Zustand in einen
andern, wogegen man iiber die Gesetze des Wechsels der
Lage und Geschwindigkeiten derartiger materieller Punkte,
wenn sie lingere Zeit- sich selbst iiberlassen in Bewegung sind,
mit Ausnahme weniger, die Theorie der idealen Gase be-
treffender Theoreme noch fast gar nichts wei. Es mag dies
die Hauptursache sein, warum die Lehrsiatze der mechanischen
Wirmetheorie, die sich ja auf derartige Bewegungen beziehen,
bisher so unzusammenhingend und in ihrer analytischen Be-
griindung so mangelhaft geblieben sind. Ich will im folgen-
den zuerst mehrere hierhergehdrige Beispiele ausrechnen und
schlieBlich ein allgemeines Theorem fiir die Wahrscheinlichkeit
der verschiedenen Lagen und Geschwindigkeiten derartiger
bewegter materieller Punkte aufstellen.

I. Betrachtung unendlich vieler materieller Punkte.

1.

Es befinden sich unendlich viele elastische Kreise von
gleicher Masse und GroBe und gegen ihre mittleren Wege
verschwindendem Durchmesser in einer Ebene. Ahnliche weit
allgemeinere Probleme wurden zwar bereits von Maxwell
(Phil. mag. march 1868) aufgeldst; allein teils der Vollstindig-
keit halber, teils auch, weil Maxwells Deduktion wegen ihrer
groBen Kiirze schwer verstindlich ist und durch einen Druck-

! Vorldufiger Bericht. Wien. Anz. 5. S.196. 8. Oktober 1868.

Boltzmann, Gesammelte wissensch. Abbhandl. T. 4
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fehler (in den Formeln (20) und (21) soll es statt d /2 d7
heiBen) noch schwerer verstindlich wird, soll dieses einfachste
aller hierher gehdrigen Probleme nochmals behandelt werden.
Es ist von selbst klar, daB in diesem Falle jeder Punkt der
Ebene als Ort fir das Zentrum irgend eines der -elasti-
schen Kreise und jede Richtung fir die Geschwindigkeits-
richtung desselben gleich wahrscheinlich ist, und ist daher
nur noch die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen GroBen
der Geschwindigkeiten zu suchen. Sei @(c)dc die Summe der
Zeitmomente, wihrend welcher die Geschwindigkeit irgend
eines Kreises im Verlaufe einer sehr groBen Zeit zwischen ¢
und ¢ + dc liegt, dividiert durch diese sehr groBe Zeit, also
die Wahrscheinlichkeit, daB ¢ zwischen ¢ und ¢+ dc liegt,
und & die Anzahl der Kreise, deren Centra sich durchnittlich
in der Flicheneinheit befinden, so ist
Nyg()de

die Anzahl der Kreise in der Flicheneinheit, deren Geschwindig-
keiten zwischen ¢ und ¢+ 4 ¢ liegen. Betrachten wir nun irgend

0 : A,
Fig. 1.

einen Kreis,, den ich den Kreis I nenne, und dessen Ge-
schwindigkeit ¢, durch O 4,, Fig. 1, in GroBe und Richtung
dargestellt werde. Derselbe soll mit einem anderen, dem
Kreise K zusammenstoBen; die Geschwindigkeit des letzteren c,
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sei durch O 4, reprisentiert, O X sei die Verbindungslinie der
Centra beider Kreise im Momente des ZusammenstoBes und 3
der Winkel beider Geschwindigkeiten ¢; und ¢, so bleiben
die Komponenten der Geschwindigkeiten beider Kreise senk-
recht auf OX ungeéindert, die parallel O X dagegen werden,
da wir beide Massen gleich annahmen, einfach vertauscht;
wir finden daher die Geschwindigkeiten der Kreise nach
dem StoB, indem wir 4, 4," parallel OX ziehen und das
Rechteck 4, 4," 4, 4, konstruieren. 04,’=¢ ' und 04, = ¢,
sind dann die neuen Geschwindigkeiten; ' sei ihr Winkel.
Ziehen wir noch die beiden Diagonalen des Rechtecks 4, 4, und
4," 4, welche uns die relative Geschwindigkeit g der beiden
Kreise vor und nach dem StoBe vorstellen und bezeichnen den
Winkel der Geraden 4, 4, und O X mit y, den der Geraden
4,4, und 0 X mit y/, so findet man leicht:

g*=cl+ ¢ —2¢ c.co8

c?=clsin?y + cf cos?y — 2¢, ¢, 8iny cosysin g

cif = ¢} cos?y + ¢f sin®y 4 2¢ ¢, 8iny cosysinf

, (61 —cf)sinycosy— €, ci(cos?y —sin®y) smﬂ Ve —cloZcos™
¢ ey co8 ¢ cpcosff
¢ ceosf=c'c/cosfy y=m—7y.

Es fragt sich nun zuerst, zwischen welchen Grenzen ¢/,

Py
z B D
dey B H
" ¢
4 dc, ¢
4 T G
Fig. 2. Fig. 8.

¢, usw. liegen werden, wenn die Grenzen der entsprechenden
GroBen vor dem StoBe gegeben sind. Zu diesem Zwecke
4*
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denken wir uns alle vorkommenden GroBen durch ¢, ¢, g
und y ausgedriickt und verschaffen uns die Grenzen, zwischen
denen ¢, ¢, g und y liegen sollen, in folgender Weise:

1. Wir lassen ¢ und y konstant, so bleibt auch y’ kon-
stant, und #ndern ¢; und ¢, so, daB ¢ konstant bleibt, ¢/
aber um d¢, wichst. In Fig. 2 ist ¢, als Abszisse, ¢, als
Ordinate, in Fig. 8 ¢’ als Abszisse, ¢ als Ordinate eines
Punktes aufgetragen. Dieser Punkt beschreibt wihrend unseres
Prozesses in Fig. 2 den Weg 4 B, in Fig.8 den Weg 4' B’ =d¢;
dabei ist der Zuwachs von ¢, gegeben durch die Gleichungen:

. . . . d
0= (cl sin?y —¢,siny cosysinf—c, ¢, sin ycosycosﬂl%) de +
o y by g
-+ { —e¢,siny cosysing |- ¢,co8?y — ¢, g, sinycosy cos ﬂ——dc dey,
k

@
¢, de, = (c1 cos?y +¢,sinycosysinf4-¢, ¢ sin 7cosycosﬂ(—?§) de, +
1

. . . . d
+ (c1 siny cosysinf+ ¢, sin?y+-¢; cksxnycosycosﬂﬁ) de,

welche durch Differentiation der 2. und 8. der Gleichungen (1)
mit Riicksicht darauf, daB g Funktion von ¢, ¢, und g ist,
gebildet wurden. In Fig. 2 ist d¢, durch die von 4 auf eine
durch B parallel zur Abszissenachse gezogene Gerade E.D
gefillte Senkrechte 4 Z dargestellt.

2. g und y bleiben konstant und wir lassen fiir jeden
Punkt der Linie 4 B bei konstantem ¢,, ¢, um d¢, wachsen;
dadurch verschiebt sich 4 B nach CD und man bestreicht das
ganze Parallelogramm 4 B.DC. Dagegen mag der ¢, und ¢
reprasentierende Punkt das Parallelogramm 4’ B'C’ .0’ bestreichen.
Dann ist fiir jeden Punkt der Linie 4'B'de¢,” durch die von
4 auf C' D’ gefillte Senkrechte 4’ G’ gegeben und es ist wegen
der Unverinderlichkeit von ¢,

(Bye de,/= ("1 sin?y — ¢, siny cosysing — ¢, ¢, siny cosy cosf iiclf) de,.

3. Wir lassen fiir alle Punkte beider Parallelogramme, also
fiir jedes konstante ¢, und ¢,, g zwischen y und g+-dg variieren.
Ich will dies wieder und zwar in Fig. 4 geometrisch ver-
sinnlichen, Sei 04,, wie in Fig. 1, die Geschwindigkeit ¢,,
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0 4, die Geschwindigkeit ¢,, 4, 4, die relative Geschwindig-
keit g; so veridndert sich bei der unter Nr. 2 verzeichneten
Variation ¢, so, daB g konstant bleibt, also 4, sich lings der
Linie 4,1 1 A4, 4, be-
wegt; 4, B ist also iden-
tisch mit der in Fig. 2
durch 4 B dargestellten
Verinderung.  Gegen-
wirtig aber soll sich 4,
so bewegen, dab ¢, kon-
stant bleibt, also lings
4, M1 04, Indem
jeder Punkt der Linie
4, L eine Parallele zu
4, Mbeschreibt, wird das
ganze Parallelogramm Fig. 4.

4, L N M bestrichen. In

demselben stellt 4, P, die Verlangerung von O 4,, das Differen-
tial de,; 4, @, die Verlingerung von 4, 4,, das Differential dg
vor. Die Fliche, die dabei der Endpunkt von ¢, bestreicht, ist

4, INM =229

sin &
wenn ¢ der Winkel 0 4, 4,, also
(4) sine = -a5nf8
ist. Man kann zur Versinnlichung, daB der Endpunkt von ¢,
dieses Parallelogramm fiir jeden Wert von ¢, beschreiben
muB, die Figg. 2 und 4 vereinigen, indem man iiber 4 BDC
ein Parallelepiped //* konstruiert, dessen Durchschnitte senk-
recht zur Ebene der Zeichnung kongruent mit 4, Z N sind
wobei natiirlich 4 £ mit 4, P (beide = d¢, bei konstantem g)
zusammenfallen muB. Das Volum dieses Parallelepipeds ist
dann das Produkt der drei Differentiale de, de¢,dg/sine. Fir
die entsprechenden GrioBen nach dem StoBe (Fig. 5) bleibt dg
dasselbe, weil ja die relative Geschwindigkeit durch den StoB
niemals geindert wird. Bei der Verinderung von ¢, bei kon-
stantem ¢ beschreibt 4,’ wieder eine auf 4," 4, senkrechte
Linie 4L’ und die Projektion von 4,'L’ auf O 4,, nimlich
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4, P, ist wieder de,’; bei der Variation von g #ndert sich
aber auch ¢; die dabei beschriebene Linie 4,’ M’ steht daher

Fig. 5.

im allgemeinen nicht auf O 4," senkrecht. Das Differential dg
ist aber wieder gegeben durch 4, @ 1 4, L und der Flichen-
raum des gesamten bestrichenen Parallelogramms ist:
TR ’ oy ’ de/d
A/ N M =418 =Tﬁs'_g'

Er kann in gleicher Weise wie 4, LNM mit 4" B’ D' C’
zu einem Parallelepiped #” vereinigt werden. Endlich

4. Wir lassen y fiir jedes konstant gedachte ¢, ¢, und g
zwischen den Grenzen y und y 4 dy variieren. Dabei #indert
sich 7’ wegen der letzten der Gleichungen (1) ebenfalls um dy,
denn es ist dy’ = — dy, und auf das Zeichen kommt hier
begreiflicherweise gar nichts an. Den Inbegriff aller jener
Werte der vier Variabeln ¢;, ¢, ¢ und y, welche hierdurch
entstehen, daB fiir jeden durch einen Punkt des in Nr. 3 er-
wibnten Parallelepipeds // reprisentierten Wert von ¢, ¢,
und ¢ auch noch y zwischen y und y + dy liegt, bezeichne
ich kurz als die zwischen den ersten Grenzen liegenden Werte
dieser Variabeln. Ebenso bezeichne ich die durch das Parallel-
epiped 7' dargestellten Werte, wo auBerdem noch y zwischen
7' und ¥’ + dy liegt, als die zwischen den zweiten Grenzen
liegenden. Sobald vor einem ZusammenstoBe die Werte der
Variabeln zwischen den ersten Grenzen lagen, werden sie nach
demselben zwischen den zweiten liegen und umgekehrt. Wenn
daher der Kreis I ebensooft mit Kreisen X so zusammenstoBt,
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daB vor dem StoBe die Variabeln zwischen den ersten Grenzen
liegen, also so, daB dieselben vor dem StoBe zwischen den
zweiten Grenzen liegen, so werden ebensooft die ersten Werte
der Variabeln in die zweiten umgewandelt als umgekehrt und
es wird daher, wenn dies fiir alle Wertepaare der Variabeln
und alle Kreise gilt, die Verteilung der Geschwindigkeiten
durch die ZusammenstéBe nicht geindert; sie ist also die ge-
suchte. Die Anzahl der ersteren ZusammenstéBe heiBe J, die
der letzteren J’; um sie zu bestimmen, denken wir uns um den
Mittelpunkt des Kreises I mit dem doppelten Radius der Kreise
einen Kreis II beschrieben (Fig. 6), der sich mit I fortbewegt,

— 4

Fig. 6.

so findet ein ZusammenstoB mit dem Kreise A statt, sobald
dessen Zentrum innerhalb des Kreises II eintritt. Sei nun
4, 4, die Richtung von g, so konstruieren wir zwei Radien 4, B
und 4, C, die mit 4, 4, die Winkel y und 7 + dy machen;
ferner machen wir B.D = g¢, so beschreibt withrend der Zeit ¢
der Mittelpunkt des Kreises I den Weg g¢ = B.D relativ gegen
die Kreise K, daher durchliuft die Linie B C das Parallelo-
gramm BCED = Rcosydy.gt relativ gegen K, wo R der
Radins des Kreises /7, also der Durchmesser eines der Kreise I
oder A ist. Es fragt sich nur noch um die Zeit ¢, wihrend
welcher die Geschwindigkeit des Kreises [ zwischen den an-
genommenen Grenzen liegt, sowie um die Anzahl der Kreise X,
deren Geschwindigkeiten ¢, innerhalb der durch 4, Z NV M dar-
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gestellten Grenzen und deren Centra in diesem Parallelo-
gramm BCED liegen. Denn mit allen diesen wird der
Kreis I in der Zeiteinheit zwischen den gegebenen Grenzen
zusammenstoBen. y wird dabei von O bis 27 gezihlt; sonst ist
eine identische Konstruktion auf der anderen Seite von 4, 4, zu
machen, Die Zeit, wihrend welcher ¢, awischen ¢, und ¢, + de,
liegt, ist ¢ (c,)d c;. Nun liegt zwar ¢, nicht fiir alle ¢, zwischen
diesen Grenzen, sondern z. B. fiir ¢, = ¢, + d¢,, wo 4 die
Linie B.D Fig. 2 beschreibt, zwischen ¢, -5 £ und ¢, +BE+-de,.
Allein nach den Grundsétzen der Koordinatentransformation kann
man, sobald nur die Differenz beider Grenzwerte immer gleich
(hier immer = d¢,) ist und natiirlich beide immer unendlich
wenig von ¢, abstehen, statt dieser Grenzen immer ¢, und
¢, + dc, setzen, ohne das Resultat zu verindern. Mit andern
Worten, die Wahrscheinlichkeit, daB ¢, und ¢, zwischen ge-
wissen in Fig. 2 durch eine unendlich kleine Fliche dar-
gestellten Grenzen liegen, ist nur abhingig von dem Orte und
der GrsBe dieser Fliche, nicht aber von ihrer Gestalt; also
gleich fir 4 BDC und 4 EFC. Es kann daher die Zeit ¢,
wahrend welcher die Geschwindigkeit des Kreises I zwischen
den angenommenen Grenzen liegt, gleich ¢(c,)de¢; gesetzt
werden und ist daher in Fig. 6 das Parallelogramm
BCED = Rcosydygt= Rcosydygep(c)de,.

Die Anzahl der Centra der Kreise in der Flicheneinheit,
deren Geschwindigkeiten zwischen ¢, und ¢, +4 de¢, liegen, ist
No(c)de,. Die Endpunkte ibrer Geschwindigkeiten wiirden
in Fig. 4 in einen Kreisring, mit dem Zentrum O, dem Ra-
dius ¢, und der Breite d¢, fallen und da selbstverstindlich
fir die Richtung von ¢, jede Richtung in der Ebene gleich
wahrscheinlich ist, so verhilt sich die Zahl der Kreise, deren
Geschwindigkeiten ihren Endpunkt in jenem Ringe haben,
zur Zahl jener, die ihren Endpunkt in 4, L N haben, wie
die Fliche jenes Ringes zur Fliche 4, LN M, also wie
dgde, |
sins ’

2mc,de,:

sie ist also
Neleydedyg
2mersing !

die Anzahl derartiger Kreise in der Fliche BC£D in Fig. 6
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wird gefunden, indem man noch mit der GriBe dieser Fliche
multipliziert, ist also:
Reosydygolnde Nolwdadg _ 5
2 e sing
In derselben Weise findet man
J' = Rcosy’dy’gq:(c,')dc,’Nqa(c,")dck’dg.
27 ¢ 8in &

Die Verteilung der Geschwindigkeiten ¢ (c) leistet den an

sie gestellten Bedingungen Geniige, wenn fiir alle ¢, und ¢,

J = J', also

) pl)olcdcosydedady  ol)ela)cosy' de’dedy’
* ¢ sine - ¢’ siné

wird; nun hat man aber y’=x — y, dy'=— dy; daher

cosydy = cosy’'dy’.
Ferner folgt aus den Gleichungen (4) und (1)
sing’ _ ¢'sing’ _ (¢} — esY)sinycosy — ¢ (cos®y — sin?y)sin §
sins ¢ 8inf cyc sin
und aus (2) und (3)

de'de’=de. de (e} — a?)siny cosy — ¢ ¢4 (cos® y — sin®) sin 8
1 k 1 & cl’ck'sinﬁ 3

wodurch sich die Gleichung (5} auf

(6) o) o _ o@) o)
¢ Cr ¢ e’

reduziert, welche fiir alle der Gleichung
(0 e tei=cl+
geniigenden Werte gelten muB. Setzt man also @(c)/c = ex
und ¢} = w,, ¢ = ,..., so muB
x () + 2 (@) = x (@) + 2 (0 + 0, — @),
woraus sich durch Differentiation nach ®,, », und @, und

Vergleichung der Resultate y’(w) gleich einer Konstanten —
ergibt. Es ist also

’

glc)=bcer*
Die Integration von 0 bis oo liefert & = 2A. Dasselbe
findet man in mehr symmetrischer Weise, wenn man zum

totalen Differential des Logaritbmus der Gleichung (6), das der
Gleichung (7) mit einem so zu bestimmenden Faktor multi-
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pliziert addiert, daB der Koeffizient von de¢,” verschwindet
und dann auch die der iibrigen Differentiale gleich Null setat.
Man sieht, daB die Frage nach den neuen Grenzen der Ge-
schwindigkeiten und Geschwindigkeitsrichtungen materieller
Punkte nach einer Anniherung genau in derselben Weise ge-
lost wurde, wie die Koordinatentransformation der Variabeln
in Differentialausdriicken gewohnlich durchgefihrt wird; und
es ist klar, daB auch in allen anderen Fillen beide Probleme
identisch sind, was sich in folgender Weise aussprechen 1aBt:
Wenn z, y, z... die Variabeln sind, von denen Geschwindig-
keit und Geschwindigkeitsrichtung zweier Atome vor einer An-
naherung abhingen und dieselben vor der Annsherung zwischen
den Grenzen z und z + dz, y und y + dy usw. liegen, s0
findet man die Grenzen der entsprechenden Grofen =, ¥, 2...
nach der Anniherung, indem man 2, ¥, z... durch =z, y, z...
ausdriickt und im Differentialausdruck da’dy dz'... die
Variabeln 2’y'2... in 2y z... transformiert. Es ist also:

d_w’ dy" d«
dz ' dx ' dax "’
®) dady'dZ..=|3y dy’dy ldzdydz...
do’ dy dx

dx 'dx dx

Maxwell bewerkstelligt die Koordinatentransformation in
weit einfacherer Weise; ich habe jedoch absichtlich bei diesem
einfachsten Beispiele den direkten Weg gewshlt. Er 1aBt
namlich zuerst den Endpunkt 4, von ¢, in Fig. 1, das beliebig
gestaltete Flachenelement d 7 beschreiben, dabei aber nicht ¢,
und y, sondern die GroBe und Richtung von 4, 4, = g konstant.
Es ist aus dér Zeichnung klar, daf dann 4, ein kongruentes
Fliachenelement beschreibt. Die Wahrscheinlichkeit, daB der
Endpunkt von ¢, in d 7 liegt, nennt er

fle)d V= o@dV ;

2n ¢
ebenso ist die Wahrscheinlichkeit, daB 4," innerhalb des kon-
gruenten Klichenelementes liegt

fle)d? = £

’
27 e
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Nun mag, wihrend die absolute Lage von OX, also der
Zentrilinie der Kreise im Momente des ZusammenstoBes noch
immer konstant bleibt, g sich fiir jede seiner fritheren Lagen
in GroBe und Richtung #ndern; es ist am einfachsten dabei,
den einen Endpunkt 4, fix zu lassen. Und zwar &ndere es
gich zuerst so, daB ¢, konstant bleibt und sich nur # um df
andert; die Bahn seines beweglichen Endpunktes 4, dabei ist
in Fig. 7 durch 4, B | O 4, dargestellt. Aus der Konstruktion,

Fig. 7.

durch welche die Geschwindigkeiten nach dem StoBe gefunden
wurden, ist ersichtlich, daB dabei die relative Geschwindigkeit
nach dem StoBle 4,"4,’ in £ £’ iibergeht, wobei 4, £ B B’ wieder
ein Rechteck ist. Dann #ndere sich ¢ fiir jedes £ so, daBl g
konstant bleibt und ¢, um de, = 4,C= BD parallel 04,
wichst. Die jedesmalige Lage von 4," 4, findet sich wieder
durch Konstruktion; sie ist z. B, wenn 4, die Linie 4, C durch-
laufen hat, ##". Die Fliche, die dabei der Endpunkt von ¢,
bestreicht, ist 4, BDC=c,dc,df; die Wahrscheinlichkeit,
daB derselbe innerhalb dieser Flache liegt, ist also

ded
fleJe,de, dff = odadf 2'7:" £.
Die relative Geschwindigkeit nach dem StoBe 4,’4,’ hat keinen
fixen Endpunkt. Allein gem#B dem bereits erwihnten Lehr-
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satze der Koordinatentransformation ist es vollig gleichgiiltig,
ob man dieselbe in der Weise, wie es in Fig. 7 geschieht,
variieren 148t oder aber sie in jeder neuen Lage so weit
parallel mit sich selbst verschiebt, daB dabei ihr einer End-
punkt immer in 4," zu liegen kommt; dadurch wird némlich
nur die Lage des d7, innerhalb dessen sich 4, zu aller Anfang
bewegte, fiir die verschiedenen Lagen und GroBen von 4’4
eine andere, ohne aber seine GroBe zu dndern; bei fixem 4,
wiirde aber 4," eine gleiche Fliache ¢, dc,dp bestreichen. Die
Wahrscheinlichkeit, daB 4, innerhalb dieser Fliche liegt, ist

fle)ededf = ;,(,c';; cedegdf.

Endlich 148t man fiir alle so gewonnenen ZusammenstoBe
OX um den Winkel dy variieren. Dann ist die Anzahl der
Kreise K, welche in der Zeiteinheit mit dem Kreise I zu-
sammenstoBen, gleich dem Produkte der Fliche, welche die
Linie B C (in Fig. 6) in der Zeiteinheit bestreicht, der Wahr-
scheinlichkeit, daB ¢, innerhalb seiner Grenzen liegt und der
N-fachen Wahrscheinlichkeit, daB ¢, innerhalb seiner Grenzen

liegt also

geosydg-fle,)dV-Nf(c)c,de,df-
Ebenso ist die Anzahl der Kreise, die mit I zwischen den
gestrichelten Grenzen zusammenstoBen wiirden

geosydyfle,YdVNf(e e de,df.
Die Gleichheit beider fordert also
fle)fle) = fle,) fle)

@ (c) . @ () = ole) . @ (ex) ]
A Cr ¢’ 54

oder

Hieran wiirde sich das Problem von Kreisen mit ver-
schiedenen Massen und GroBen, dann die analogen Probleme
im Raume und endlich das Problem reihen, wo die Wirkung
je zweier materieller Punkte eine beliebige, aber nur in sehr
kleinen Entfernungen bemerkbare Funktion der Entfernung ist.
Da jedoch alle diese Aufgaben in vollkommen gleicher Weise
wie die behandelte gelost werden konnen und auBerdem in
der Losung Maxwells mit einbegriffen sind, so will ich so-
gleich zu einem neuen Probleme iibergehen.
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2.

Liangs einer Geraden OX bewegt sich eine elastische
Kugel mit der Masse #, die gegen O mit einer Kraft gezogen
wird, die ganz allgemein eine Funktion der Entfernung ihres
Zentrums von O sei. Gegen dieselbe werden fortwihrend andere
elastische Kugeln von der Masse m und sehr verschiedenen
Geschwindigkeiten in unregelmiBigen Zeitintervallen lings der-
selben Geraden geschleudert, jedoch so, daB, wenn man sich
alle geschleuderten Kugeln schon lange vor O in der Linie O X,
ohne sich zu stdren, sich fortbewegend denkt, die Anzahl der
Kugeln mit einer Geschwindigkeit zwischen ¢ und ¢ 4 de,
welche sich durchschnittlich in der Lingeneinheit befinden,
eine bestimmte Funktion von ¢, Ng(c)dc ist.

Das Potential der Kraft, mit der M gegen O gezogen
wird, sei y(z), so ist, solange die Bewegung durch keinen
ZusammenstoB gestort wird

9) MO @)+ 4,

wobei C die Geschwindigkeit der Kugel &/ und 2z die Ent-
fernung ihres Mittelpunktes von O ist. Durch die drei GroBen
z, A und ¢ ist die Art des ZusammenstoBes vollkommen be-
stimmt. Die Zeit, wibrend welcher im Verlaufe der Zeit-
einheit die Konstante 4 der Gleichung (9) zwischen den
Werten 4 und 4 + d 4 liegt, sei ®(4)d 4. Die Zeit, wihrend
welcher auBerdem noch z zwischen den Grenzen z und z 4 d=
liegt, verhdlt sich zu dieser, wie die Zeit dz/C, wihrend
welcher der Weg dz zuriickgelegt wird, zur Zeit, welche ver-
geht, wihrend z von seinem kleinsten bis zu seinem groBten
Wert anwichst und die wir, weil sie bloB Funktion von 4 ist,
mit ¢(4) bezeichnen wollen. Um jedem Bedenken einer Ande-
rung dieses Wertes durch die ZusammenstoBe vorzubeugen,
wollen wir das Zeitintervall zwischen zwei ZusammenstiéBen
groB gegen #(4) voraussetzen; diese Zeit ist also

D(AdAddx
ctd)

Zghlen wir die Geschwindigkeit ¢, sowie C in der Richtung
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62 5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

der positiven 2 als positiv, so ist der Weg, den M wihrend
dieser Zeit relativ gegen m zuriicklegt
(C—e)D(A)dAddx
Ctd) ’
Die Anzahl der Kugeln m, deren Geschwindigkeit zwischen
c und ¢ + de liegt und deren Centra sich auf dieser Strecke
befinden, mit denen also M in die Zeiteinheit zwischen den
angenommenen Grenzen zusammenstoBt, ist nach unserer An-
nahme

_(C—9 DA dddw
J = ) - Ng()de.

Bezeithnen wir die entsprechenden Gréflen nach dem StoBe
mit einem Striche, so ist zunichst, weil wir denselben momentan
voraussetzen 2'= z, dz’'= dz; ferner ist

O = 2me 4+ (M—m)C
- M+ m
i 2MC+(m—M)e
- M+m ’
daher

. MC?
d'=———yx(@)

2m3 Me? + 2m(M—m)e |/ 2M(;:(:z;) 4+ A)+ (M — m)? (x(a:) +A)

(M + m)*

Ferner ist nach Formel (8)
dA” de a4’ dc

dd’dc'da'= (H'W —de 'd4

)dA dedz,

oder wie man durch Differentiation der obigen Werte findet:
dd'dd ds=— G-dddeds.

Da nun die Anzahl der Kugeln, welche in der Zeiteinheit
mit M so zusammenstoBen, daB die GroBen A, ¢ und x zwischen
den Grenzen 4" und 4’4 dA4’, ¢’ und ¢’ 4 d¢’ und 2" und 2’4 do’
liegen
(C'-YDANAdAdas' Nop(chde

C't(4)
ist und diese GroBen durch den StoB wieder umgekehrt in 4,
¢ und z verwandelt werden, so kann die Wahrscheinlichkeit

J =
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5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 63

) (4) bestehen, wenn J = J’, also wegen C'— ¢'= — (C—c) und

dA'dyde _ dddzde
0’ - c
@ 4) 2 (4)

) p(c) = T(A:T'P(c)
ist, fiir alle 4, 4, ¢, ¢, die also nur die Bedingung

m c? ., me?
A+ 25 = a4 =
erfilllen miissen, woraus man 3hnlich wie frither findet:
mc?

pl=0be ?, ®(4)=Bt(d)e 4.

Wenn man also die Kugeln / so hinschleudert, daB ihre
Geschwindigkeiten nach dem Gesetze ¢ (c) verteilt sind, welches
dem der Verteilung der Geschwindigkeiten unter Gasatomen
vollkommen analog ist, so werden sich die Bewegungszustiinde
von M nach dem Gesetze ®(4) verteilen. Wiirde man Kugeln
hinschleudern, deren Geschwindigkeiten nach einem anderen
Gesetze verteilt wiren, so wiirde natiirlich auch ®(4) ein
anderes, und ich will mich mit der Aufsuchung desselben
nicht beschiftigen; es wiirde dann die Kugel M bestindig
die Verteilung der Geschwindigkeiten unter den Kugeln m
storen und diese miiBte kiinstlich in der willkiirlich an-
genommenen Weise erhalten werden. Die Summe der Zeit-
momente, wihrend welcher im Verlaufe der Zeiteinheit nicht
nur 4 zwischen 4 und 4 + d 4, sondern auch z zwischen z
und z + da liegt, ist:

MC?

@(A)ddds _Be~ 4dddw i Kl
e = 292 _ 2 Be dzdC.

Die Konstante B kann leicht durch Integration iber alle
moglichen Werte von z und von €= 0 bis C = oo bestimmt
werden. Da die gefundene Funktion ein Produkt aus einer
Funktion von 2 und einer Funktion von C ist, so ergibt sich,
daB die Wahrscheinlichkeit, daB z zwischen z und z 4 da
liege, fiir jedes beliebige konstante C proportional e?z® und
die, daB ¢ zwischen ¢ und ¢ 4 dc liegt, fiir jedes = propor-
tional e—7+#¢"/2 jst, KEs folgt ferner, daB die mittlere leben-
dige Kraft der Kugel M fiir jedes beliebige zwischen zwei be-
stimmten Grenzen gelegene » und daher auch im ganzen
gleich der mittleren lebendigen Kraft der Kugeln m ist.
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3.

Das entsprechende Problem in der Ebene iibergehend, will
ich nun folgende Aufgabe behandeln:

Das Zentrum einer elastischen Kugel von der Masse 1,
die ich als Kugel I bezeichnen will, werde durch eine Kraft
gegen einen fixen Punkt im Raume O gezogen, welche ganz
allgemein eine Funktion seiner Entfernung von O ist. AuBer-
dem befinden sich im Raume noch unendlich  viele andere
elastische Kugeln (II), deren Masse ebenfalls = 1 ist und die
von Zeit zu Zeit sowohl untereinander als auch mit I zu-
sammenstoBen. Wie werden sich die verschiedenen Geschwindig-
keiten unter den Kugeln I7 verteilen und welches wird die
Wabhrscheinlichkeit irgend einer Form der Bahn der Kugel I
um O sein?

Sei die Entfernung des Zentrums der Kugel I von 0, r;
der Winkel dieser Geraden mit irgend einer fixen in der Bahn-
ebene gelegenen Geraden &; die Geschwindigkeit der Kugel I C;
deren Komponente in der Richtung des mit » bezeichneten
Radiusvektors, also dr/d¢= g; deren Komponente in einer
senkrecht auf » in der Bahnebene gelegenen Richtung, also
r(d ¥ [dt) =0 und das Potential des Anziehungsgesetzes von
0 auf I y(r), so ist

a0+ 4 C=odt 0
und die doppelte Flichengeschwindigkeit des Zentrums der
Kugel I ist
a=rf.

Da fir die Lage der Bahnebene der Kugel I offenbar jede
durch O gelegte Ebene im Raume gleich wahrscheinlich ist, so
ist unser Problem geldst, wenn wir die Wahrscheinlichkeit,
daB 4 und a zwischen den Grenzen 4 und 4+ d4 und a
und ¢ + da liegen, also das Verhdltnis der Zeit, wihrend
welcher dies stattfindet, zur ganzen Zeit kennen. Dasselbe
sei B (4,a)d Ada. Ebenso sei ¢(c)dec die Wahrscheinlichkeit,
daB die Geschwindigkeit ¢ einer der Kugeln /7 zwischen ¢ und
¢ + dc liegt. Wir fixieren nun einen bestimmten Zusammen-
stof und verwandeln ihn dadurch, daB wir von den ihn be-
stimmenden Grofen eine nach der anderen unendlich wenig
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5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 65

wachsen lassen in unendlich viele zwischen gewissen Grenzen
gelegene; dann suchen wir, zwischen welchen Grenzen die ent-
gprechenden Grofen nach dem ZusammenstoBe liegen und
setzen schlieBlich die Zahl der ZusammenstoBe zwischen den
ersten Grenzen gleich der zwischen den zweiten.

I. Die Zentrilinie beider Kugeln im Momente des Zu-
sammenstoBes L M, GroBe und Richtung der Geschwindigkeiten
beider Kugeln bleiben konstant, nur r variiere zwischen » und
r 4+ dr; da der StoB momentan geschieht, so liegt auch die
Entfernung nach dem Stofle » zwischen » und r 4- dr.

II. LM, sowie GroBe und Richtung der relativen Ge-
schwindigkeit g beider Kugeln bleibe konstant und es variiere:

1. Fir jedes » die Richtung von C, wihrend seine Grofe
konstant bleibt; die Bahnebene bleibt ebenfalls unverindert.

D
Fig. 8.

Dieselbe sei die Ebene der Zeichnung in Fig. 8; ferner sei
daselbst O Z die GroBe und Richtung von 7, also Z der Mittel-
punkt von 7, L B stelle GroB8e und Richtung von C, also Z E
von g, LD von 0 dar; so wird bei der gegenwirtigen Variation
B die Linie BF | LB beschreiben. Wegen der Unverinder-
lichkeit von C und r bleibt auch 4 konstant; dagegen #ndert
sich ¢ um da = rd@; das Differential 46 wird konstruiert,
indem man von F eine Senkrechte FJ auf B.D fallt.

2. Fir jede Kombination von » und 6 lasse man C bei
konstantem 6 und konstanter Bahnebene um d C = @G K wachsen,

Boltzmann, Gesammelte wissensch, Abhandl. I 5
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wobei B die Linie B @ beschreibt; dabei #ndert sich nur 4
um d4 = Cdc.

8. Man lasse endlich noch die Bahnebene bei konstanter
Richtung von O L = r, das ja durch den Sto8 nicht verdndert
wird, sich um den Winkel d& drehen; dabei beschreibt der
Punkt B eine Linie senkrecht auf der Ebene B FH @, deren
GroBe = 0de¢ ist und welche in der Zeichnung nicht dar-
gestellt ist. Derselbe hat daher im ganzen alle Punkte inner-
halb eines Parallelepipeds II vom Volum

BFHG.0ds = W—‘;”‘”’.edw “dig‘i)“ii
innegehabt. Die Grenzen der Werte der Variabeln nach dem
StoBe, die ich durchweg mit einem Striche bezeichnen will,
findet man durch Konstruktion des bereits beim ersten Problem
angewandten Rechtecks und da gegenwirtig weder die Lage
der Geraden Z M im Raume, noch die Lage und GroBe von
g eine Anderung erfahrt, so ist klar, daB der Endpunkt von
C’' ein genau gleich groBes Parallelepiped II' wie der von C
durchlaufen wird.

Die Summe der Zeitmomente in der Zeiteinheit, wihrend
welcher 4 und a zwischen den Grenzen 4 und 4 4+ d4 und
a und a - da liegen, ist ©(4,a)ddda, die der Zeitmomente,
wahrend welcher auBlerdem » zwischen » und » 4 d» und ¢
zwischen ¢ und ¢ - d¢ liegt, ist daher
D(4,a)dAddadrds

2n0t(4,0) ’

wobei #(4,a) die Zeit vorstellt, welche von dem Augenblicke,
in welchem r seinen groBten, bis zu dem, in welchem r seinen
kleinsten Wert oder umgekehrt hat, vergeht und die offenbar
nur Funktion von 4 und « ist. Dieselbe sei wieder klein gegen
das Zeitintervall zwischen zwei ZusammenstoBen. Dasselbe
gilt natiirlich von den mit Strichen versehenen Werten und es
ist die Wahrscheinlichkeit, daB 4 zwischen 4’ und 4'-}-d 4'...
liegen, gleich

A=

DA,aYdA'da' drde
2nelt(Al’al) *
Dabei wiirde aber der Endpunkt von C ein Parallelepiped mit
dem Volum 6'd 4'da’d ¢ [ r ¢ beschreiben; die Wahrscheinlich-
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keit, daB derselbe innerhalb dieser Grenzen liegt, verhilt

sich daher zu der, daB er innerhalb des Parallelepipeds II’

liegt, wie die Volume beider Parallelepipede, also wie
ddAddde adAdade,

’ 7.2 9 b

7t g
letztere, also die Wahrscheinlichkeit, daB sich die Bestimmungs-
groBen der Bewegung der Kugel I innerhalb jener Grenzen
befinden, die durch den StoB erzeugt werden, ist also
a@A\aYdAdadsdr .

2na’ gt(4'a)

IIT. Nun bleibe noch die Liage der Geraden I M konstant
und es #ndere sich g, wihrend sein einer Endpunkt B fix
bleibt, in Grofe und Lage und zwar:

1. so, daf ¢ und dessen Winkel mit C konstant bleiben
und nur der Winkel { der Bahnebene L £ B D von I mit der
Ebene § /L B der Richtungen von
¢ und C (Fig. 9) eine Verinderung
d{ erfahrt. Dabei durchlauft der
Endpunkt § von ¢ die Linie
SP =csinid{

2. so, daB fir alle ¢ bei kon-
stantem ¢, A um A wichst. In
der Fig. 9 ist §@ =cdi.

8. so0, daf fir alle { und 2,
¢ um dc¢=S8R wichst. Dabei
durchliuft der Punkt § ein recht-
winkliges Parallelepiped £, dessen ) In—

Volum §P.8Q-SR=c?sin AdcdAd{ Fig. 9.

ist. Die relative Geeschwindigkeit ¢’

nach dem StoBe #ndert hierbei ebenfalls GroBe und Richtung,
es bleibt aber dabexr keiner ihrer Endpunkte fix. Man iber-
zeugt sich jedoch durch dieselben Schliisse, wie beim ersten
Problem, daB8 der zu erhaltende Differentialausdruck nicht ge-
andert wird, wenn man dabei ¢’ bestindig so parallel mit sich
selbst verschiebt, daB sein einer Endpunkt fix wird und nur
der mit ¢’ gemeinsame Endpunkt seine Lage #ndert. Derselbe
beschreibt dann ein gleich grofes rechtwinkliges Parallelepiped
& wie 8. Die Anzahl der Kugeln II, deren Centra in der

5*

A =
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Volumeinheit liegen, sei N, deren Geschwindigkeiten dabei
zwischen ¢ und ¢ + de¢ liegen, N (c)dec. Diese Zahl verhilt
sich zur Zahl jener, deren Geschwindigkeiten auBerdem mit C
einen Winkel zwischen A und A 4 dA bilden und fiir die die
durch C und ¢ gelegte Ebene mit der Bahnebene von 7 Winkel
zwischen ¢ und {4 d{ bildet, wie 4m:sinAdAdl; letztere
Zahl, fir die also, wenn man den einen Endpunkt von ¢ jedes-
mal nach 7 versetzt, der andere innerhalb £ fiele, ist daher
B = No(c) sinddedddi
4n

Ebenso ist die Anzahl jener Kugeln, fiir die ¢, 2 und £ zwischen
den Grenzen ¢ und ¢ +dc¢, A’ und 2+ d2, ¢ und ¢+ d¢
liegen,

Ne()sinkdddid’
in
Fiir letztere Kugeln wiirde aber der Endpunkt von ¢ ein
Parallelepiped mit dem Volumen ¢'2sin 2’d ¢'d 2'd £’ beschreiben.
Es verhilt sich also die zuletzt gefundene Anzahl zu der An-
zahl ¥’ der Kugeln, fiir die der Endpuvkt von ¢ innerhalb
& fallt, wie
¢2s8ind’ dc’dNdt :c?sinddedAdg.

Es ist also

B — N (cyetsindidedridl
- 402 ’

IV. Endlich #ndere sich fiir alle betrachteten Kombina-
tionen die Richtung der Linie Z M so, daB ihre Durchschnitts~
punkte mit einer mit dem Radius 1 um Z beschriebenen Kugel
innerhalb des Oberflichenelementes dw fallen, Man kann nun
um das Zentrum der Kugel 7 eine Kugel mit R, der Summe
der Radien der Kugel I und I7 als Radius beschreiben und
sich dieselbe mit I fortbewegt denken. Auf derselben schneiden
alle Richtungen von L M ein Oberflichenelement R%*dew aus.
Dasselbe legt in der Zeiteinheit relativ gegen I7 den Weg ¢
zuriick, beschreibt also, wenn y der Winkel der Linien LM
und ¢ ist, den Zylinder g cosy R*dw; in der Zeit % beschreibt
es daher den Zylinder g% cosy R*dw und findet daselbst die
Centra von ABgcosy 2dw Kugeln II, mit denen also [ in
der Zeiteinheit zwischen den angenommenen Grenzen zusammen-
stoBt. Diese Anzahl heiBe J. Ebenso findet man /', die Anzahl
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der Kugeln IJ, mit denen I in der Zeiteinheit zwischen den
Grenzen jener Werte der Variabeln zusammenstoBt, welche
dieselben durch den Stof erbalten, gleich A'B'gcosy’ R?dw’.
Die Beriicksichtigung, daB do’ = dw, y'= m — y, daher, weil
es hier auf das Zeichen nicht ankommt, cos y’ = cosy ist (hiitten
wir den Differentialausdruck analytisch transformiert, so hitten
wir fiir ihn auch das entgegengesetzte Zeichen erhalten und
beide Minus wiirden Plus liefern) und die Substitution der
Werte fir %, 8, 2" und B’ reduziert die Gleichung J=J' auf

P4,a) ol _ PA.a) o)

at(d,a) ¢ a'td,a) ¢t ?

worin 4, 4, a, d, ¢, ¢ nur an die Gleichung
c? , , €?
A4+ g =445

gebunden sind. Man findet aus derselben ohne Schwierigkeit
ket
@) ="bce 2, @(4,a)= Bat(d, ae-44,

Die Konstanten & und B bestimmen sich wieder durch
Integration iiber alle ¢, @ und 4. & ist = }/2A%[w. Dieser
Wert von g(c) ist genau auch derjenige, welcher zum Gleich-
gewicht der lebendigen Kraft zwischen den Kugeln II unter-
einander erforderlich ist. Die Anzahl der Zeitmomente, fiir
die nicht nur 4 zwischen 4 und 4 - d4 und a zwischen a
und @ -+ da, sondern auch » zwischen » und r 4 dr liegt, ist

O(4,0)dAdadr _ Bae~"“dddadr
ot(4, o 0
Fihren wir hier die neuen Variabeln r, € und « ein,
wobei o der Winkel zwischen C und r ist, so haben wir

r=r, %:x(r)+¢l, Csing = =%,
daher
dAdadr =rC2coswdCdedr
und
— ¢
Bas M d4dedr _ poacagin wdcdadr e PO T

Y

Der Raum, innerhalb dessen sich dabei das Zentrum der
Kugel I befindet, ist 4mr2dr, der, innerhalb dessen sich der
Eundpunkt von C befindet, 2x Csine+ Cdec-dC. Da innerhalb
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70 5. Studien itber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

dieser Raume alle Raumelemente gleichberechtigt sind, so kann
man allgemein sagen: die Wahrscheinlichkeit, da8 das Zentrum
von I innerhalb des Raumelementes ds liegt, ist unabhingig
vom Raumelement, innerhalb dessen der Endpunkt von C liegen
mag, proportional e*xds, die, daB letzterer innerhalb des
Raumelementes do liegt, unabhingig von der Lage des ds, pro-
portional e=*(/2dg. Durch Vergleichung mit der Form von
@ (c) ergibt sich ferner, daB die mittlere lebendige Kraft fiir
jeden beliebigen Ort der Kugel I, also auch allgemein gleich
der der Kugeln I7 sein muB. Beide sind gleich 3/24 Ganz
in analoger Weise 16st sich das Problem, wenn die Massen
beider Kugeln verschieden sind.

4.

Lings einer Geraden OX bewege sich ein materieller
Punkt 7, der wie in Aufgabe 2 mit irgend einer Kraft gegen O
gezogen werde. Gegen denselben werden ebenfalls wie in der
genannten Aufgabe andere materielle Punkte 77 lings derselbern
Linie geschleudert. Die Anzahl derjenigen Punkte I7 in der
Lingeneinheit, deren Geschwindigkeit zwischen ¢ und ¢ -+ dc
liegt, sei durchschnittlich Ne(c)de. Aber die Wirkung der
Punkte 77 auf I soll nicht momentan, sondern eine beliebige
Funktion ihrer Entfernungen sein, von der wir nur voraus-
setzen wollen, daB ihre Wirksamkeit erst bei einer bestimmten
Annsherung 7 beginne. Auch wollen wir annehmen, daB die
Fille, in denen zwei oder mehrere der materiellen Punkte 77 mit 7
in kleinere Entfernung als / kommen, vernachlissigt werden
konnen. Die Masse eines der materiellen Punkte II sei m,
seine Geschwindigkeit ¢, die entsprechenden GriéBen fiir den
Punkt I seien M und C, dessen Entfernung von O z und das
Potential der ihn dahin ziehenden Kraft y (z), so ist, solange I
nicht in die Wirkungssphire eines Punktes 77 gerit:

2
HE — 2@ + 4.

Fassen wir zunichst die Finwirkung zwischen beiden
Punkten I und IJ, wenn ihre Distanz zwischen den Grenzen !{
und / — §/ liegt, ins Auge, und zwar sei, wenn man mit §¢
die Zeit, wibrend welcher die Distanz innerhalb dieser Werte
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5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 71

liegt, mit 6,C und dc die durch diese Einwirkung hervor-
gerufenen Zuwichse der Geschwindigkeiten der Punkte I und I7
bezeichnet:

Mo, C=—mdc = Ldt.

Sei nun die Summe der Zeitmomente, wihrend welcher
die Konstante 4 wihrend der Zeiteinheit zwischen 4 und
A 4 dAliegt, d(4)d4d, so kénnen wir eine Anniherung zweier
Punkte durch die Werte charakterisieren, welche 4, » und ¢
im Momente haben, wo beide Punkte in die Distanz { kommen.
Die Anzahl der Punkte II, die sich wihrend der Zeiteinheit
dem Punkte 7 so ndhern, daB diese Grofen in jenem Momente
zwischen 4 und 4 + d4, 2 und z + dz, ¢ und ¢ - dc liegen,
wird dann sein:

Jd=(c— - O(4d)ydd - Nep(c)de;

dx
) Ci(a)
dabei sind ¢ und C in der Richtung der positiven » gezihlt.
Die Zeit, wihrend welcher die Entfernung beider Punkte
zwischen / und /— J17 liegt, ist 0¢=d1/(c — C). Deshalb werden
die GroBen z, Cund ¢, nachdem die Punkte in die Entfernung
1 — 97 gelangt sind, die Werte

x—x+5x—x+06t._a,+._g‘”_

. L5t ot 5l ,
=C+00=0C+ S +“x) = C+ 3oy L+ 2]
: 8
c_c.;_(sc_c___(-’;__lo); At O0d = A oLacf)

haben. Die neuen Grenzen der Werte 2/, ¢/, ¢’ sind wieder
nach Formel (8) zu berechnen. Dabei ist jedoch zu bemerken,
daB sich alle gestrichenen GriéBen um ein unendlich Kleines
von den ungestrichenen unterscheiden, daher ihre Differentiale
nach der gleichen ungestrichenen Griofie gleich 1 mehr einem
unendlich Kleinen, ihre Differentiale nach den iibrigen aber
unendlich klein werden; in der Determinante (8) kénnen daher
alle Glieder mit Ausnahme des ersten als unendlich klein
2. Ordnung vernachlissigt werden und auch in diesem kdnnen
alle Produkte der dz .. weggelassen werden. Dadurch erhilt man

dd do’ de’ = (1 + djj + ‘f{‘;‘” + ‘?c)dAdxdc.

Bei Entwickelung der partiellen Differentialquotienten ist
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72 5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

natiirlich zu beachten, daB C Funktion von 4 und z, nimlich

2
=1/ 2l + 4]
ist. Im Vorbeigehen sei der Identitit dieser Formel mit der

fiir Volumdilatation des rechtwinkligen Parallelepipeds d 4 dx d¢
erwihnt. Es ergibt sich

’ g N Cy (x)5l cLﬁl Lljl
dddedd = [1 T Me—0r0 T Ho-0p0 T mi—Op

Wir finden daher durch Substitution der Werte fiir alle
mit Strichen versehenen GroBen

=0 auad

dddxde.

Versehen wir nun die Werte dieser Variabeln nach der
Anndherung bis in die Distanz I — 27 mit zwei Strichen, so
verhalten sich die doppeltgestrichenen gegeniiber den einfach-
gestrichenen gerade so wie diese gegeniiber den ungestrichenen;

es ist also
c —
CII

L d4rde"de" = C dv' de,

daher auch
c¢'— 0"
o’

Setzen wir diese SchluBweise fort, und bezeichnen die
Werte unserer Variabeln in dem Momente, wo beide materielle
Punkte wieder in der Distanz / anlangen, also sich voneinander
trennen, mit dem Index =, so gelangen wir schlieBlich zur
Gleichung

e gﬂn)a(“) dA® dz® gem — £~

Die Zahl der Punkte I7, welche in der Zeiteinheit mit 7
so zusammentreffen, daB 4, = und ¢ zu Anfang zwischen den
Grenzen A® und 4™ 4 d4™, z® und 2@ 4 dz™, ¢ und
¢ 4 dc™ liegen, ist aber

dA4’'dz"de¢" = 0_“_ dAddzde.

— o™
C()
DA - C
= Ty Vo ) 25— dAdzde,
und es ist klar, daB bei einem solchen Zusammentreffen die
Werte der Variabeln umgekehrt beim Auseinandergehen im

Jo — DA No(e dA® dz® dow

@A™
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Momente des Eintretens der Distanz / zwischen 4 und 4 + d 4,
z und z + dz, ¢ und ¢ 4 dc liegen werden. ¢(c) und D(4)
erfiillen daher die an sie gestellte Bedingung, wenn man J=J®,
daher

D(4) DA™

TP = T 9
fir alle 4, 4", ¢ und c¢™ hat, welche der Bedingung ge-
niigen:

me ("))2

@(c) und @(C) haben daher allgemein denselben Wert,
den sie in dem speziellen Falle hatten, wo zwischen den
materiellen Punkten StoBkrifte titig waren.

5.

Alles bleibe wie in der vorigen Aufgabe, nur bewegen
sich die materiellen Punkte 7 und II statt auf einer Geraden

[
LN
N
kA R
R
¢
v
&
.
0 [
pr
@
Fig. 10.

im Raume. Die beibehaltenen Buchstaben haben die friihere
Bedeutung. AuBerdem sei die Ebene des Papiers in Fig. 10
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die Ebene der vom Punkte O aus aufgetragenen Geschwindig-
keiten C und ¢, die in GréBe und Richtung durch die Linien OC
und Oc repréasentiert werden mogen. cC stellt dann die relative
Geschwindigkeit ¢ beider Punkte dar. OZR sei die Richtung
des von O nach I gezogenen Radiusvektors r. Seiner GriBe
nach stelle p = O R die Komponente von C parallel 20, 6 = RC
die Komponente von C senkrecht auf OR in der Bahnebene
COR dar. Mit den gestrichenen Buchstaben sind zur Be-
quemlichkeit die Durchschnittspunkte der entsprechenden Linien
mit einer um das Zentrum O mit dem Radius 1 beschriebenen
Kugel bezeichnet. Der Durchschnittspunkt dieser Kugel mit
der von O aus aufgetragenen Richtung der Verbindungslinie !
beider materieller Punkte im Moment, wo sie aufeinander zu
wirken beginnen, heiBe !, der mit der vor Null aus auf-
getragenen Richtung von g, ¢’, der mit der Richtung von 6, .
Endlich seien die durch ihre Bégen gemessenen Winkel ¢'C = 2,
RC =q,UI'C=Pl'¢=p,1'g =y und die sphirischen Winkel
RC=¢§ UCcd=Q,180 —1'dC=gq.

Die Art eines Zusammentreffens soll nun bestimmt sein
durch die Werte der acht GroBen

A.:@_z(r),a:r@, r, e, A L, P, Q@

im Momente der Annaherung bis in die Distanz . Ist dann
D(4, a)dAdda die Zeit, wihrend welcher im Verlauf der Zeit-
einheit die die Art der Bewegung von I charakterisierenden
GroBen 4 und a zwischen 4 und 4 -+ d4 und e und a 4- da
liegen, so ist

D4, a)dAddadr

0t(4, a)

die Zeit, wihrend welcher noch dazu seine Entfernung von 0
zwischen » und » 4 dr liegt. ¢(4, a)ist wieder die Zeit, die vom
Eintritt eines Maximums bis zu dem eines Minimums von r
vergeht. Denken wir uns mit dem materiellen Punkte I einse
Kugel, in deren Zentrum er sich befindet und deren Radius =1
ist, sich bewegend, so legt das Flichenelement 2sin Pd PdQ
derselben, welches den Grenzen von P und @ entspricht,
wihrend der oben gefundenen Zeit den Weg

. P4, aydddadr

0i(4, a)
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5, Studien itber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 75

relativ gegen II zuriick, durcheilt also dabei im Raume das

Volum
@ (4,a)dAdadr .
ot D) - gl?sin PcosydPd@Q.
In der Volumeinheit befinden sich Ne(c)de Punkte 17, daher
Ne@)desinddrdi
4n

Punkte, deren Geschwindigkeitsrichtung innerhalb der an-
genommenen Grenzen liegt. Die Anzahl der Punkte II, die
also in der Zeiteinheit so die Distanz ! von I iiberschreiten,
dafl 4, a... im Momente des FEintrittes in diese Distanz
Werte haben, die zwischen den Grenzen 4 und 4 4+ d4, a
und @ + da ... liegen, ist

J = D(4, )0 ()

= Tneid 0 Nglsin PcosysinidddaedrdcdPdQdidl.

Die Zeit, welche bis zum Erreichen der Distanz I — !
vergeht, ist
St = d1 — ol .
gecosy Ccos P — ccosp
Die Kraft, welche wiahrend dieser Zeit auf I/ in der Rich-
tung von [ wirkt, ist K, = Ldt; die, welche auf I wirkt,

K, = — LJdt; daher verandert sich ¢ um
Sec= Ldlcosp - L d(cos Pcos A + sin Psin 1 cos Q) )
m (Ccos P — ¢ cos p) m (C cos P — ¢ cosp)
4 um
dd= — 3 (Nor + MCSC = — _ o8 PLIl

CcosP —ccosp’
ferner ist

dr=p00¢
00 = 5‘1‘ cos(ﬁ’l’)—ig;‘s—t
_ _ Lolfcos(8 O)cos P —sin (6 O)sin Peos(Q — 8)] _ 937
M(Ceos P — ccosp) r
- Lot[0cosP —gsinPeos(Q -] 697
MC r
Sa— — Lotlacos P —resin Peos(Q — )]
MC

Sind ferner die Bégen C'C, und ¢'¢, gleich =/2, so ist

Downloaded from https://www.cambridge.org/core. Stockholm University Library, on 28 Nov 2018 at 04:39:25, subject to the
Cambridge Core terms of use, available at https://www.cambridge.org/core/terms.
https://doi.org/10.1017/CBO9781139381420.006


https://doi.org/10.1017/CBO9781139381420.006
https://www.cambridge.org/core/terms
https://www.cambridge.org/core

76 5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

Lt ’ Lot ’ ¥ @)0tlcost
51: M—Ccos(l 01)——WCOS(Z 01)—'—02—
_ Lat(sinPcosQ _ sinpcosq) _ 7 r)acosidt
- MC me Mr C?
= Lats};gcoso - I;;;t (cos Psin A — sin P cos 4 cos @)
_ y(Macostdt
MO r

Zur Veranderung von { tragen zwei Umsténde bei: 1. legt
¢ senkrecht zur Ebene ¢ 0 C den Weg

Lot
m

sin Psin Q

zurlick, wodurch ¢ um — ZJt¢sin PsinQ/mesind zunimmt,
2. verindert der Punkt C seine Lage. Um den EinfluB dieser
Bewegung auf { zu finden, legen

c*  wir in ¢’ an die Kugel mit dem
Radius 1 der Fig. 10 eine Tan-
gentialebene. Thre Durchschnitts-
punkte mit den verschiedenen
Linien sind in Fig. 11 mit den-
selben, aber mit zwei Strichen
versehenen Buchstaben, wie die
entsprechenden Endpunkte dieser
Linien in Fig. 10 bezeichnet.
C legt infolge der Wechselwirkung
Fig. 11. beider materieller Punkte das Stiick

Lot| M, daher C’ das Stiick

Ldt| MC zuriick, dessen Projektion auf die Ebene der Fig.11

. _ Lot
f=c

sin P

ist und bei positivem Z in die Verlangerung von C' 1" fillt,
infolge der Einwirkung von O beschreibt C" den Weg x'(r)0t/ MC,
daher dessen Projektion auf die Ebene der Fig. 11 der Weg

_rmot . _xXmdta
="wc M1 TMor
in der Richtung ¢’ R”. Infolgedessen dreht sich die Gerade C'R”

um den Winkel
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5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 77

ssin(Q—¢) _ LotsinPsin(Q—0 _ LditsinPsin(@—0re
¢ R’ - MCtgy - MCa !

die Gerade C'¢” um

osinQ—gsing  LOtsinPsin —;/(r)ﬁt.%sin&
C B MCtgl )
Die Lageninderung der Geraden O R’ ist ohne EinfluB.
Es ist daher der gesamte Zuwachs von {, wenn man noch
iiberall den Sinn der Drehung beachtet
Ld¢sin Psin Q Lotrgsin Psin(Q — 0
0= — mesinl + : MCea @

Ld¢sin Psin Q —z'(r)at-g;sin;
MOtg2 !
P erfihrt erstens infolge der Lageninderung der Geraden
Ol den Zuwachs

Osin POt  csinpdteos(C'l¢) _ CsinPdt
T l I

- c(;—t(coslsinP — sin A cos Pcos @),

zweitens infolge der Lageniinderung der Geraden O ¢’ den Zuwachs
Lotsin P _1’(r)¢$tsinrycos(Q -y _LitsinP

MC MC - MC
_ X (dt-acos(Q -0
. MCr ’
es ist also im ganzen
0P = OSLZHH - c—‘;—t(coslsinP—sinlcosPcos Q)+ i;;g‘_].)
_X(Mdtacos(Q ~ 1)
MCr )

@ endlich wichst: 1. weil ¢ senkrecht gegen die Ebene

¢0C den Weg
L3% sin Psin Q

zuriicklegt, um
L tsin Psin Q
m csin k '

2. Weil 7, wenn man die neue Verbindungslinie der zwei
materiellen Punkte so parallel zu sich selbst verschiebt, daB
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ihr einer Endpunkt fix in O bleibt, senkrecht zur Ebene 0 ¢’

den Weg
cdtsinpsin(c’V C) _ ed¢sindsin Q
l - !

zuriicklegt, um
¢d {sin Asin Q

{sin P )

8. Der Zuwachs von @ infolge der Lagenéinderung der
Geraden O C’ wird wieder gefunden, indem man an €’ die in
Fig. 11 dargestellte Tangentialebene an die Kugel errichtet.
Der Zuwachs des Winkels @ in dieser Figur betrigt

agsin(Q — Q) + ogin{—ssin Q _ Y (Mdtasin(Q —1)
c'r c"e” - MCirtgP
L6tsinPsinQ+;{’(r)5t—6-?;sin§
- MOtz

Es ist also, wenn man alle diese Glieder zusammenfaBt

5Q = — L §¢sin Psin Q _ ¢disindsin Q
m csin lsin P
+ 7@ dtasin(Q —0) + 72 (r)dtasing _ L dtsin Psin Q
MCrigP MCrigi MCtgr

Bezeichnet man nun mit 4, &’... die GréBen 4 4 54,
a4 da,... soerhilt man durch Entwickelung nach Potenzen
der mit & bezeichneten GréBen und Weglassung der Glieder
zweiter und hoherer Ordnung

g’ ’sin P cosy’sind’

s

cos P _1]04  cospde
| C(CeosP —ccosp) o M  CcosP —ccosp
+ rF@esP ;) _ e

| MC{Ccos P —ccosp) Mg* r3g?
glsin Peosysini. ] ccos Psind — ¢sin Pcosicos Q

) == |cobA + Ccos I’ —ccosp oh

[ ¢(sin Pcosd —cos Psincos Q) — CsinP
+ _COtP+ Ccos P —ccosp ]61’
+csinPsinlsinQJQ__261 ada

Ccos P~ ¢ccosp T+r’9“

Ferner wird wie in der vorigen Aufgabe
dddaddrdcdPdQdNdl =dddadrdedPdQdrdl
(11)

dé4 | dda |, ddr dlec , dOP , d6Q |, doi @_C_)
X(1+_dA taatartataptagtartat
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5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 79

Bei Bildung dieser acht partiellen Differentialquotienten
sind natiirlich alle in den Ausdriicken & 4, d a... vorkommenden
GroBen durch die acht unabhingigen Variabeln auszudriicken
und ist d¢ durch seinen Wert d7/(Ccos P — ccosp) zu ersetzen.
Dadurch ergibt sich

dd4 _  LdtccosPcosp

dA = MC(Ccos P — ccosp)

dda _ Lt

o = — 0 [co P+—smPcos(Q—-§)]
d6r=6t z(r)+ ox (r)ycos P

dr Mo T M C(Ccos P —ccosp)

,

_ Litcos®p
T ~ m(Ccos P — ccosp)
dd

§ _x@acostdt  LdtsinPeos(Q —Dreg

_6—5— MrCttgl - MCa
dél Ldtcosp  c(cos Psind — sin Pcos 4 cos Q)¢
dr - T me Ccos P —¢cosp
Lsin Peos Q _ L (cos Psin 4 — sin Pcos i cos Q) __z’(r‘,acost
X oM me MCir
ddP  Ccos Pit Lcos P06t  ¢dtcosp Csin P L gin P
aP 1 t—me —— 7t [ + 0
— ﬂ%——cz - —l-(cosl’LsinP — cos P sin A cos Q)]

% Csin P — ¢(sin Pcosl — cos Psindcos Q)d¢
Cceos P —ceosp

d_-Q_ _ Ldtsin Pcos Q {cosi + L c&tsinlcosQ
dQ sinl MC me Isin P
;{’(r)ﬁtacos Q-9 Lsin Psin Q [ cos
+° MGQGrtgP + sin 4 MC +

__ X¥@asint | cdisindsinQ  y(r)sin(Q - C)a]

M CPrigd {sin P MCrtgP

csin PsinAsin Q01

Ccos P — ccosp
Nach Substitution dieser Werte in die Formel (11), sowie

der Werte fixr 04, da, d» ... in die Formel (10) und
Multiplikation beider Ausdriicke ergibt sich, indem sich alle
anderen Glieder heben

gilenBoosr st g4 qadrdedidfdPdQ

= (1 _ 32 _ "_‘3)9”5“‘1’:0578‘“ dAddadrdcdldZdPdQ,

c a
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folglich
c'? a’g' e . 72 ’ ’ ’ , ’ ’ ’ ’
—?———smP'cosy sinddAd'da'dr'dcddNdt'dPd@
tagl
= sin Pcosysind dAddadrdcdl d;‘deQ
Ganz in derselben Weise wie in der fritheren Aufgabe
folgt hieraus, daB dieser Ausdruck auch gleich

(c(n))! a g(n) (l(n)_)‘z

9(") . 8in P™ gin ;,(n) sin AW d A d a® d r® d ¢

dl(n) d ;(n) d P(n) d Q(n)

ist und daB zur Gleichung J = J*® erforderlich ist, daB

DAY, a™) @™ _ D(4,0) 90

a(")t( A(") a,(")) (c"")’ - at(d, a) c?
sei, daB also @ und ¢ dieselben Werte, wie im speziellen Falle
der Momentankrifte erhalten. Nicht wesentlich schwieriger ist
das Problem zu behandeln, wo die materiellen Punkte zu je
zweien von einer beliebigen Kraft zusammengehalten einander
umkreisen und im iibrigen wieder nach einem anderen willkiir-
lichen Gesetze aufeinander wirken. Da jedoch die entsprechen-
den Formeln viel komplizierter werden und alle diese Auf-
gaben ohnedies als spezielle Félle aus dem spiter zu ent-
wickelnden allgemeinen Theorem flieBen, so will ich mich
hierauf nicht weiter einlassen.

II. Gleichgewicht der lebendigen Kraft zwischen einer
endlichen Zahl materieller Punkte.

6.

In einer sehr groBen, allseitig geschlossenen ebenen Fliche
befinden sich » materielle Punkte, deren Massen m,, m,...m,
und deren Geschwindigkeiten ¢, ¢,...c, heifen mogen und
zwischen denen beliebige Krifte titig smd die aber erst in
einer gegen ihre mittlere Entfernung verschwindenden Distanz
zu wirken beginnen. Offenbar werden wieder fiir die Richtungen
dieser Geschwindigkeiten alle Richtungen der Ebene gleich wahr-
scheinlich sein. Allein die Wahrscheinlichkeit, daB die Ge-
schwindigkeit eines Punktes zwischen gegebenen Grenzen liege
und zugleich die eines anderen sich zwischen anderen Grenzen
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5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 81

befinde, wird keineswegs das Produkt beider einzelnen Wahr-
scheinlichkeiten sein; die zweite wird vielmehr abhingig von
dem fiir die Geschwindigkeit des ersten Punktes vorausgesetzten
Werte sein. Die Geschwindigkeit des letzten Punktes endlich
ist durch die der » — 1 andern vollkommen bestimmt, da ja
in dem ganzen Systeme immer ein gleiches Quantum lebendiger
Kraft enthalten sein muB. Ich will daher die Zeit, wahrend
welcher im Verlauf der Zeiteinheit die Geschwindigkeiten so
verteilt sind, daB ¢, zwischen ¢, und ¢, + d¢c,, zugleich ¢,
zwischen ¢, und ¢; + d¢; usw. bis ¢, liegt, also die Wahr-
scheinlichkeit dieser Verteilung der Geschwindigkeiten mit
@, (€yy €5...¢)dcy, dey...dc, beseichnen. Die Wahrschein-
lichkeit, daB ¢, zwischen ¢, und ¢, + de¢; und die itbrigen Ge-
schwindigkeiten auBer ¢, zwischen analogen Grenzen liegen, sei

@, (cy¢55¢,...¢)de,dcy...de,
usf. Ferner seien die lebendigen Krifte

my e} myed My Ca®

—7”— —2—L_k2... 5 =k,
und die Wahrscheinlichkeit, daB %, zwischen %, und %, + d4,,
ky zwischen %, und %y + dZ,... bis % liegt, sei

Wy (g B k) hydby...d R

n

=k,

Analog sei die Bedeutung von 1, (%, %, ... 4,) usw., so da man

also hat:

mye:  mgel Ma €\
m, c, mscs...m"c"'lpl( 5~ g = P1(ees-ncp)
oder

n~1
Prlesegeec) =22 Vmymy...m Vi, byooik (kg bgo o k)
und #hnlich fiir die itbrigen ¢ und . Betrachten wir Zu-
sammenstoBe von irgend einem Punktepaare, z. B. m, und m,,
welche so geschehen, daf ¢, zwischen ¢, und ¢, + d¢,
c, zwischen ¢, und ¢ + dec, liegt. Die Grenzen derselben
GroBen nach dem ZusammenstoBe seien ¢ und ¢+ dc),
¢, und ¢/+ de. Es ist nun klar, daB Gleichgewicht der
lebendigen Kraft stattfinden wird, wenn stets ebenso viele
Punkte zwischen den mit Strichen versehenen als zwischen
den ungestrichenen Grenzen zusammentreffen werden, wie
immer die iibrigen das Zusammentreffen charakterisierenden

Boltzmann, Gesammelte wissensch, Abhandl. I. 6
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GroBen und wie immer die Grenzen beschaffen sein mogen,
zwischen denen die Werte der Geschwindigkeiten der iibrigen
Punkte liegen. Die Anzahl der Punkte, welche zwischen ge-
gebenen Grenzen zusammentreffen, und zwar so, daB zugleich
die Geschwindigkeiten der iibrigen Punkte zwischen ¢, und
¢, + de,... liegen, unterscheidet sich aber von der in den
fritheren Aufgaben bloB dadurch, daB an die Stelle des Pro-
duktes ¢ (c,) g (c,)dr ds die Funktion ¢, (¢, ¢;...c,)dc, dey.. . de,
tritt. Es tritt daher auch an die Stelle der frither (fiir einen
dhnlichen Fall, der sich leicht zu diesem erweitern 14Bt) ge-
fundenen Bedingung

o) - @le) -

el)) ele)

Cr - O, e’ e
die Bedingung
@ (CsC3---0) _ @ley...e...¢/...¢) .
er e e’ ef

Dasselbe gilt natiirlich auch fiir ¢,, ¢,... Fihrt man
statt ¢ die Funktion v ein, so ergibt sich

Wy (hyo kg ev i B) = Wy By g oa BS o B B,
jedesmal, wenn
kr+ k.e: krl+ ka"
Subtrahiert man vom Differentiale der ersten Gleichung

dy, dy _ 2w ry G ’
ak. dk"_l_ dk, dk‘_ dk,’ dk"+ ak/ dk‘

das der zweiten mit A multipliziert und setzt den Koeffizienten
jedes Differentials gesondert gleich Null, so ergibt sich

2= dy, dy, __dy’ __ dy/’

dk,  dk  dk’  dE’
Es ist daher allgemein

dy, —_ dy, — dy ady

dk,  dky  dk, dk
daher v, eine Funktion von %, + %;... + % . Wir wollen daher
Y, (kyy ky..) in der Form v, (%, + A, + ...%,) schreiben, Ks
ist noch die Bedingung des Wirmegleichgewichts zwischen m,
und den iibrigen Punkten zu suchen. Dieselbe wiirde v, voll-
kommen bestimmen. Es geschieht dies jedoch am einfachsten
mit Hilfe der tibrigen 1, welche natiirlich wie v, Funktionen
einer Summe sein miissen, Dieselben sind aber alle durch
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5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 83

eine bestimmte Relation miteinander verkniipft. Wenn némlich
die gesamte im System enthaltene lebendige Kraft nx ist, so ist

by by 4 by ko =n2.
Fihrt man daher in a; (k, + k... k) dk,dby...d R, statt der
darin erscheinenden Variabeln die neuen Variabeln

hyybyooibyyne — by —hyoo— b =k

ein, so muB man ,(k + Ay + ...k )d Ak dky...dk, erhalten.
Dadurch verwandelt sich aber w, (k, + 4,...%,) in , (n%e — k)
und dh,dky...dk, in dk dhy...dk,. Es ist also

Y x— k) =k + A+ .. k) = P, (nx — &)
fir alle %, und #4,, daher sind alle v gleich einer und der-
selben Konstanten 2. Es ist also die Wahrscheinlichkeit, daB
zu gleicher Zeit %, zwischen % und % + d%,, %, zwischen £,
und k, + dk, usw. liegt, wobei nur eines der % auszulassen ist

hdk dhydhg...,

wo wieder das entsprechende Differential fehlt. Natiirlich wird
diese Wahrscheinlichkeit im Momente, wo % + %, + 4,... den
Wert n#x tiberschreitet, plotzlich gleich Null.

Die Wahrscheinlichkeit, dal ¢, zwischen ¢, und ¢, + dec,,
c, zwischen ¢; und ¢; + de;... liegt, aber ist bestimmt durch

@y (€y €5.enc,)dey deg.unde, = mymy...m h-c,c,...c dc, dey... de,.

Dabei liegt der Endpunkt von ¢, innerhalb eines Kreis-
ringes vom Flicheninhalt 2m ¢, dc,, der von ¢, innerhalb eines
Kreisringes vom Flécheninhalt 27 ¢; d¢; usw., der von ¢ in
der Peripherie eines Kreises von der Linge 2m¢, und da
innerhalb dieser Kreisringe alle Punkte gleich wahrscheinlich
sind, so kann man sagen: Die Wahrscheinlichkeit, daB der
Endpunkt von ¢, innerhalb des Flachenelementes do,, der
von ¢, innerhalb des Flichenelementes” d o, usw., der von ¢,
aber auf der unendlich kleinen Linie d w, liege, ist proportional
dem Produkte
cidwlda'zdos...do'n,

1
wenn die geforderten Lagen und Geschwindigkeiten nicht, weil
sie dem Prinzipe der Erhaltung der lebendigen Kraft wider-
streiten, unmoglich sind.
6*
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84 5. Studien #iber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

Es eriibrigt noch, die Zeit zu finden, durch welche hin-
durch im Verlauf der Zeiteinheit die lebendige Kraft irgend
eines Punktes, z. B. des ersten zwischen gewissen Grenzen %
und 4, + dk, liegt, ohne Riicksicht auf die lebendige Kraft der
iibrigen Punkte. Teilen wir zu diesem Zwecke die gesamte
im System enthaltene lebendige Kraft ns in unendlich viele
(p) gleiche Teile, so ist, wenn nur zwei materielle Punkte
vorhanden sind, also fir » =2 die Wahrscheinlichkeit,

daB % innerhalb irgend eines der p Intervalle O bis %,

% bis %, _4; bis % usw. falle, gleich, das Problem also geldst,
Fir n=38 muB, wenn % zwischen (p — 1)% und p-%
liegt, sowohl %, als auch %, innerhalb des ersten der p Intervalle
liegen. Wenn %, innerhalb des vorletzten Intervalles liegt, also fiir
3x — 3%

— = =(p -1)>%

(-2 F=h=(p-1

sind zwei Fille moglich; es kann %, in das erste oder zweite

der p Intervalle fallen, %, ist immer bestimmt. Fiir
3x 3x
-8 =k =(p—2)—
(p ) P =" =(p ) ?
sind fiir %, drei Intervalle moglich usw. Da nun alle diese

Fille gleich wahrscheinlich sind und ihre Zahl im ganzen

1+2+3-..p=p(pTw

ist, so ist die Wahrscheinlichkeit, daB %, zwischen (p — 9)_:';1

3x 8x . 2q .. . )

und (p — q)7}—+ i liegt P wofiir man, weil p un

e:ndlich ist, %— setzen kann. Setzen wir (p — 9)—“;1 =k, und

3% 2 dky, 8o ist also die Wahrscheinlichkeit, daB %, zwischen
. 2@x—k)dk

k, und %, 4 dk, liegt —@#

k, im letzten Intervall liegt, also (p — 1)%21:1 ist, wieder

Sei = =4, so ist, wenn

nur ein Fall miglich, nidmlich daB %, und %, im ersten
Intervall liegen. Ist

dx 4x
(P—2 5 Eh=@-1)"
so sind drei Fille moglich, nimlich fir 4, und %, die Inter-
valle 11, 12 und 21; fiir
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5, Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 85

gibt es schon sechs Fille, namlich fiir %, und %, die Inter-
valle 11, 12, 18, 21, 22 und 31; %, ist immer bestimmt.
Im allgemeinen sind fiir

(r—DFShsp—q+)2
a9~y (q2+ D Falle moghch. Man iberzeugt sich davon leicht,
indem man statt der Intervalle fir %, und %, die fir £, und
k,+ k, ins Auge faBit; dieselben sind im ersten Falle 11,
im zweiten Falle 11, 12, 22, im dritten aber 11, 12, 138, 22,

23, 388, also nichts anderes, als die Amben mit Wiederholung
aus 1, 2, 3... Elementen. Fiir alle Werte von % entstehen

im ganzen
_+£ Lpptl)  pp+1(p+2)
2 2.3
Falle. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, daB % zwischen
4% 3q(g+1)

4z 4% . .
(p - Q)T und (p - q)‘p— + ? llegt, 'p—(p—_*_w und mit

Vernachldssigung des unendlich kleinen ‘;32 . Wird wieder

(p— )% =k, und % = dk, gesetzt, so erhilt man fir die
Wabhrscheinlichkeit, daB % zwischen %, und % - d% liegt,
SUx—k)dk
(42)°
fiir die Zeit, wihrend welcher im Verlauf der Zeiteinheit bei
n Punkten die lebendige Kraft irgend eines derselben zwischen
den Grenzen % und % - d% liegt, der Ausdruck
n—1(nx—k*%dk

()"t ’
daher ist die Wahrscheinlichkeit, daB dieselbe zwischen ihrem
Maximum nx und £ liegt, (1 — 2/nx)"~% Die mittlere lebendige
Kraft jedes Punktes ist x. Fiir » = co verwandelt sich die
letztere Wahrscheinlichkeit in e—*/*, die erste mit Vernach-
lassigung des unendlich kleinen in

k
L(1 - L)"dk =L.¢" >ar.

x

nux ®

Ganz in derselben Weise ergibt sich allgemein

Fithrt man noch mec?/2 statt % ein, so erhilt man genau die
in der ersten Aufgabe gefundene Formel. Ich bemerke noch,
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86 5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

daB, wenn man die eben gefithrte Deduktion durch die Symbolik
der Integralrechnung ausdriickt, die Wahrscheinlichkeit, daB 4,
zwischen %, und % + d& liegt durch

LETY R TR A nx—k,—k,..-—k"__z

dk, f dk, f dks ...... f dk_,
0

nx nk, nx—k‘ nn—k,-l«:g..—lcﬂ__2

f dk f dk, f dks [ dka_,
0

dargestellt erd, was nach Ausfithrung der Integrationen wieder
zu demselben Ausdrucke fiihrt.

1.

Die » materiellen Punkte sollen sich in einem allseitig
mit elastischen Winden geschlossenen sehr groBen Raume be-
wegen; im iibrigen bleibt das Problem so wie die Bezeichnungen
unverindert. In diesem Falle liefert die Bedingung, daB inner-
halb jenes Bruchteiles der Zeiteinheit, wihrend dessen die
Geschwindigkeiten aller Punkte bis auf die der zwei Punkte m,
und m, zwischen den Grenzen ¢, und ¢, +dc,, ¢, und c,+dc,...
liegen, diese zwei Punkte ebensooft so zusammenstoBen, daB
¢, ¢, 9, & und welche Verinderliche noch das Zusammen-
treffen bestimmen mogen, zwischen den Grenzen ¢, und ¢,+dc,,
¢, und ¢, + de,, g und g + dg ... liegen, also so, dab diese
GroBen zwischen ¢ und ¢ 4 dc/, ¢ und ¢+ de, ... liegen

P1(Co CgeaCroty.t) ey, C3..¢7..6/..¢,)

ele,? e'%e/2
Dabei sollen wieder die Werte der Variabeln, wenn sie
vor dem Zusammentreffen zwischen den Grenzen ¢, und ¢ + dc,,
¢, und ¢,+ dc, g und g 4 dg... lagen, nach demselben
zwischen ¢ und ¢+ dc/, ¢/ und ¢+ dc, ... liegen und um-
gekehrt. Es soll daher zwischen ¢, ¢, ¢/, und ¢/ die einzige
Relation

m, c,* m.et _ m'c’? m,/ e,'?
g tT—=2 =~z 173
bestehen. Fiihrt man wieder die lebendigen Krifte ein, so
ergibt sich
Yilhay By ol o k) _ iy Bo kB )

Vi k, - Ve k'
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5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 87

Um symmetrische Ausdriicke zu erhalten, dividieren wir
links und rechts durch Y, %,..., worin nur %,, %, und %, aus-

gelassen sind, so erhalten wir ganz analoge Glelchungen, wie
in der friiheren Aufgabe, nur daB jetzt an der Stelle von

W, (ky, ;.. k) der Ausdruck
Y (ay By Ko
Vs by . - Fn
steht. Aus denselben folgt daher, daB dieser Ausdruck eine
Funktion von lcz—i— ky+ ..k, sein muB. Wir erhalten also

Wy gy by oo ) = Vi g oo By ooty by + By + - 1)

Wy by by ) = Vi g B oty (B + By + - )

usw. Aus demselben Grunde, wie in der vongen Aufgabe, ist
aber & + k,+ ..k, = nx, @, =y, =y,...; daher

Vi oy b2ty (nt — R) = Vi By By 2ty (ne — hy)

= Vit hy by xy(ne — k). ..
woraus sich ergibt

2y — k)= hVE » Xylre— k)= hyk—w Xy — ky) = bﬁ; e
Es ist also die Wahrscheinlichkeit, daf gleichzeitig %,
zwischen %, und %, 4 d#,, %, zwischen %, und %; 4 dk, usw. liegt

A, (g by ) dhy Ay .. Al = RYE g ly - o By Ay Ay .. d
die Wahrscheinlichkeit, da ¢, zwischen ¢, und de¢,, ¢, zwischen
¢, und ¢, + de, .. liegt, aber ist
@, (cyy €5.)de, dey . de,

LI -

= garz ™ Tml. ”'nlcl ct..epdeydey . de,.

Dabei liegt der Endpunkt von ¢, innerhalb der Kugelschale
4mc} dc,, der von ¢, nnerhalb der Kugelschale 47nc? de, usw.,
der von ¢, aber auf der Oberfliche 4wc!, und da innerhalb
dieser Réiume jeder Punkt gleich wahrscheinlich ist, so ist die
Wahrscheinlichkeit, daB der Endpunkt von ¢, im Volum-
elemente ds,, der von ¢, im Volumelemente ds, usw., der von ¢,
aber auf dem Oberflichenelemente do, sich befindet, proportional
L do, ds, ds, ds, .. ds, .

41
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88 5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

Es ist noch die Wahrscheinlichkeit, zu finden, daB k&, zwischen
k, und %, + dk, liegt, ohne Riicksicht auf die Werte der iibrigen
lebendigen Kriafte. Man iiberzeugt sich in derselben Weise,
wie dies in der vorigen Aufgabe geschah, daB, wenn k, zwischen
k, und % + d&, liegen soll, %, innerhalb aller Intervalle von
Null bis nx — 4,, dabei noch %, innerhalb aller Intervalle von
Null bis # 2% — %, — %, usw. liegen kann; nur %, ist vollkommen
bestimmt. Addiert man alle diese Fille, jeden mit seiner
Wahrscheinlichkeit

WYk, by Tyt - (uot — By — hyen — ko) Ak - dhyedhy. . dk,_

multipliziert, so ergibt sich

h}/’"dk}]—/_dri::ffdkmj--k-‘ fmd"
nx =tk =k, -k, o

fV’l‘n—x -an —k—hyo— bk g~k dk .
0

Dieses Integral, dividiert durch die Summe aller iiber-
haupt moglichen Fille, jeder wieder mit seiner Wahrscheinlich-
keit multipliziert, also durch dasselbe Integral noch beziiglich %,
von Null bis nx integriert, liefert die Wahrscheinlichkeit, da8
k, zwischen %, und %, + 4% liegt. Durch Ausfithrung der
ersten Integration findet man

=k —ks.. —kn—z_kn—l

kan—l 'Vﬂ% - kl —hyoo— kn—2 - kn—l dkn—l
V]

3112
7(3) %
—1 —K——- (nx - kl - kz" - kn_z)z .
r(3)
2
Fithrt man dazu noch die zweite Integration aus, so er-
gibt sich

N
[ig—;;.lr—l_ﬁ(nx—kl—kz '"kn-s)%°
2 2
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5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 89

Fihrt man so fort, so gelangt man endlich fiir den Zihler
zu folgendem Ausdrucke

3\|n-1
h[%zn)l_g)—(m - kl)a_"z_—sﬁ dk, .
2

Dieser Ausdruck, beziiglich %, von Null bis nx integriert,

liefert als Nenner
33\ sa-
h LZ:;(_;_’_')_; (e x)!3 2 2
2

und es ist also die Wahrscheinlichkeit, daB %, zwischen % und
k - dk liegt
.{3n
r(F)

knx — k)35
) ———dk
3 3n — 3 ]/ Ayt .
r(g) (252

Die mittlere lebendige Kraft jedes Punktes ist » Fir
n = oo wird dieser Ausdruck wegen

BRes

Y 3k
¢ 2=
31/27”30 dk,

also mit dem frither Gefundenen identisch.

lim

zu

8.

Es soll noch das Problem behandelt werden, daB sich in
einem allseitig von elastischen Winden umschlossenen Raume =
freie materielle Punkte befinden, welche in beliebiger Weise,
aber erst in einer gegen ibre durchschnittliche Distanz verschwin-
denden Entfernung aufeinander wirken. AuBerdem sollen da-
selbst noch & Nunkte sein, welche durch beliebige Krifte gegen
ebenso viele feste Centra gezogen werden und auf die » Punkte
wieder mit beliebigen Kriften, jedoch in sehr kleiner Ent-
fernung wirken. Endlich sollen noch die & Punkte nicht auf-
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einander einwirken. Wir wollen die Beschaffenheit der Bahn
der NV Punkte wieder durch die GroBen 4,, a;, 4,, a,...4y,
ay charakterisieren, welche dieselbe Bedeutung wie die
GroBen 4, a in Aufgabe 5 haben. Die Wahrscheinlichkeit,
daB gleichzeitig die lebendigen Kriifte der » Punkte zwischen
den Grenzen %, und 4 +d#k, k und k%, + dk,...k, und
k, -+ dk, sowie die Grofen 4, a,, A,... zwischen den
Grenzen 4, und 4, + d 4, ... liegen, sei
wky,hky. . 4y,00,4,,0,..)dkdh,..d4d da d 4,da,...,

wobei jedoch eine der GroBen £,,%,..%,, 4;, 4, .. Ay samt ihrem
Differentiale, weil durch die iibrigen bestimmt, fehlen muB.
Das Fehlen der GroBe #, soll durch einen dem v angehingten
Index I, das der GroBe 4, durch den Index L bezeichnet
werden. Die Bedingung des Gleichgewichtes der lebendigen
Kraft zwischen irgend zwei Punkten wird sich wieder nur da-
durch von der fiir unendlich viele Punkte gefundenen unter-
scheiden, daB an die Stelle des Produktes der beiden Wahr-
scheinlichkeiten eine der Funktionen 1y tritt. Sie ist daher
zwischen zwei freien Punkten.

Wiky . ke Ty Ay g, Ay g )

V ke ks

ol i B B e e B gy . Ay )
- VETR
fur £ 4+ % =4’ %’ und zwischen einem freien und einem
gegen ein festes Zentrum gezogenen Punkte
wlky by ko 40y 4, a,. )
Vi, .t (4, a))
Wl ke ko B By e Ay @ Gayy A0Sy Ay - )
- VE a/t, (&), a)
fir k., + 4,=4%'+4,. Aus allen Bedingungen, welche hierdurch
reprisentiert sind, folgt

Yk by kg . Ay oy Ay, 0, 0)
Vigky o biyybigy - 0y 8 (44, a,) . a5 . (4, a5 ..
=y + koot kg Fhipg .+ 4+ 4;.)
wr ok o Ayay oo Beyy @iy Arpae iy -2

Vme ey (4, o) oy b (B, @) Qrgy Uiy (Al+1, Qyq) ..
=yplany + byoo+ Ap oo Aoy + Ay )
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5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 91

AuBerdem ist aber & + &, 4 ..k, + 4, + 4,.. Ay gleich
einer Konstanten (» + V)% und miissen mit Riicksicht hierauf
alle ¢ als Ausdriicke einer und derselben Wahrscheinlichkeit
einander gleich sein. Hieraus lassen sich die Funktionen y
bestimmen und man erhalt

0y by + 4 +Az“)=hV'ITL
2play by + byoo + 4, + 4,.)] = hayt,(4, a).
Man erhlt also fiir die Wahrscheinlichkeit, da %, zwischen

k, und %, + d*k, ...4; zwischen 4, und 4, + d 4,, a, zwischen
a, und a, + da,... liegt, den Ausdruck

RVk by ke cay t, (A, a). 0,08, (4,,a,).. Axty(dy,ay) d b, d R,y ..
dd,de dd,da,...,

wobei nur das Differential derjenigen GroBe feblt, welche man
als durch die iibrigen bestimmt .annimmt. Dabei mull natiir-
lich immer &, + 4,.. + 4, + 4,..= (n + N)x sein und auch q,
kann bei gegebenem 4, ein bestimmtes Maximum, welches der
Bewegung im Kreise entspricht, nicht iiberschreiten. KFiihrt
man statt der lebendigen Krifte die Geschwindigkeiten der
nPunkte ein, so findet man fiir die Wahrscheinlichkeit, da
dieselben zwischen ¢, und ¢, + de, ... liegen und die GroBen 4,,
a, ... dieselben Werte, wie frither haben, den Ausdruck

Nelelooenoa b (dy,a)a,t, (4, a,). . ty(Ay, ay)de de,..
de,dd,da,..day,

welcher noch, wenn ¢, als durch die iibrigen bestimmt an-
genommen wurde, durch ¢, zu dividieren ist. Fithrt man in
derselben Weise, wie dies frither geschah, statt der 4 und a
die Geschwindigkeit, Geschwindigkeitsrichtung und Entfernung
der NPunkte von ihren fixen Zentren ein, so ergibt sich, da8
wieder die Wahrscheinlichkeit, daB zugleich m, im beliebig
gelegenen Raumelemente ds,, m, in ds,.., M, in 48, M, in
dS§,...; ferner die Endpunkte der Geschwindigkeiten ¢,, ¢,..C,
G, .. in den Raumelementen do,, do,..d 3|, d Z,.. und end-
lich der Endpunkt der letzten Geschwindigkeit ¢, oder C, anf
dem Fliachenelemente dw, liege, falls dies iiberhaupt mdglich
ist, proportional d < ds,. dS d§,..de,.do,..d=2.d3,..do
dividiert durch die letzte Geschwmdlgkelt ¢, oder C, ist.
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Daraus folgt, daB fiir jede beliebige Lage der Punkte und
GroBe ihrer Geschwindigkeiten fiir letztere jede Richtang im
Raume gleich wahrscheinlich ist; ferner, daB fiir jede beliebige
Lage der materiellen Punkte gegen ihre fixen Centra die Ver-
teilung der verschiedenen Geschwindigkeiten dieselbe ist, wie
sie in Aufgabe 8 gefunden wurde. Sie hingt bloB von der
noch fiir die Geschwindigkeiten iibrigen lebendigen Kraft, also
von der Summe der Potentiale aller &V Punkte beziiglich ihrer
fixen Centra ab., Es ist daher fiir alle Lagen der materiellen
Punkte und folglich auch allgemein die mittlere lebendige
Kraft aller Punkt untereinander gleich.

III. Allgemeine Losung des Problems des Gleichgewichtes
der lebendigen Kraft.

Es seien n materielle Punkte im Raume mit den Massen m;,
my...m,  gegeben. Die Wirkung je zweier aufeinander sei
eine willkiirliche Funktion ihrer Entfernung. AuBerdem
konnen beliebig viele derselben jeder von beliebigen Kriften
gegen beliebig viele und beliebig gelegene feste Centra (Punkte
von unendlicher Masse) gezogen werden. Die Krifte, durch
welche die Punkte affiziert werden, sind daher bloS der Be-
dingung unterworfen, daB sie Funktionen der Lage sémtlicher
Punkte sind und eine Potentialfunktion haben. Im ganzen
Systeme sei ein bestimmtes Quantum lebendiger Kraft ent-
halten; es wird nach der Wabrscheinlichkeit gefragt, daB jeder
der materiellen Punkte sich an einem gegebenen Orte befinde
und dabei die Geschwindigkeit eines jeden eine bestimmte
GroBe habe. Charakterisieren wir den Ort des Punktes m,
durch die drei rechtwinkligen Koordinaten =z, z,, den des
Punktes m, durch z,y,z, usw., nennen die drei Komponenten
der Geschwindigkeit ¢, des Punktes m, parallel zu den drei
Koordinatenaxen u,, v, w,, die entsprechenden Komponenten
fiir den zweiten Punkt u,, v,, w, usw. und bezeichnen die Zeit,
innerhalb welcher wihrend des Verlaufes einer sehr langen
Zeit gleichzeitig x, innerhalb der Grenzen z;, und =z, + dx),
¥, innerhalb y, und y, + dy,, z, innerhalb z und z, + dz,
also m; innerhalb des Raumelementes ds, = dz, dy, dz,
ferner m, in gleicher Weise innerhalb des Raumelemestes
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5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 93

dsy=dz,dy,dz,...m, innerhalb ds, =dz dy,dz, dann
noch w»; innerhalb der Grenzen u, und %, + du,, v, innerhalb
v, und v, 4 dv;, w, innerhalb w, und u; + dw,; daher der
Endpunkt von ¢, (wenn man sich dasselbe vom Anfangspunkte
der Koordinaten aus in GréBe und Richtung aufgetragen denkt)
innerhalb des Raumelementes do, = du, dv, dw,, ferner in
in gleicher Weise der Endpunkt von ¢, innerhalb des Raum-
elementes do, = du, dv,dw,..., der von ¢,_, innerhalb
do,, = du,_, dv_ dw,_,, endlich der Endpunkt von e,
welches seiner Grofle nach bestimmt ist, auf dem Flichen-
elemente dw, liegt, dividiert durch diese sehr groBe Zeit mit

f(‘rvyl’ zl "xn’yn’ Zn’ ul’ vl’ 201 U —17 v, —1) wn-l’ un v'n)dzl dyl dzl o
dz,du,..du,_ dv,_ dw, do,

Um alles durch die unter dem Funktionszeichen befind-
lichen Variabeln auszudriicken, also w, als durch die iibrigen
bestimmt zu betrachten, wollen wir noch dw, durch du, und
dv, ausdriicken. Es ist dann du, dv, die Projektion von dw,
auf die zy-Ebene, daher

dw, = Ln du,dv,
u.il
Nach Verlauf einer sebr kurzen Zeit d¢ sollen die Werte
der Variabeln 2" =2z 40z .y,'=» +0y,...u) =14+ 0y, ..
sein. Die neuen Grenzen derselben seien dz,'dy, ..dw,’; so
hat man

0z, = u 0t 0y, =, 0t, 0z, = w, 0t, 0wy = u, 0. . .;

ferner, wend y (z,, ¥, 2, %5y ¥ys 2y -+« T, ¥, 2,) das Potential des
gesamten Systems sowohl auf sich selbst als auch beziiglich
der festen Anziehungscentra ist

m, Su, = ;"_iat, m, O, = 5—;&, m, dw, = j—ié‘t,mzéu2= j—;zat. .
Es ist daber
don, _ oy _ddn _ ddm  _ ddm _dowe _ g
dx, dy, dz, dx, dz, dyn
Ebenso
dou, ddz, dowy ddu, ddu, dov,
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Nur ddz, [dz, verschwindet nicht, weil w, Funktion der
tibrigen Variabeln ist, ndmlich

SRy O Ty mgwy M Math
2 2 2 2 2 2 2
Es ist also
n 1 d; (s »*
d6x,.=d'w Of = I(Ft:i
dxg dx, My Wy Uy Wy

Hieraus ergibt sich
dz dy dz‘'dz,) .. dz/dy, dz,du,dv/dw,. . du/dv,
d6z ddy ddv,
( + dy,l'” dv,.') dz, dy,dz dx,..du dv,
(1 + ; “’) dz, dy, dz, dz,..du, dv,

Die Zeit, wahrend welcher z, zwischen z," und z,’ 4 dz/,
y zwischen y," und y," + dy,’... bis v, zwischen v, und v, + dv,’
liegt, ist unserer Annahme gemiB, indem wir dw, durch du,dv,
ausdriicken

:;)" [y .0 dx"dy .. du,/dv

Damit die Werte der Variabeln in diese mit Strichen
versehenen Grenzen eintreten, miissen dieselben notwendig vor
der Zeit 0t zwischen den Grenzen 2, und z, + dz;, y, und
#+dy,..v, und v, + dv, gelegen sein, sowie umgekehrt
jedesmal, wenn der letztere Fall eintritt, dieselben nach der
Zeit ot zwischen " und 2" + dz’, " und y," + dy,’..v," und
v, + dv, liegen werden. Da wir aber J¢ als konstant an-
gesechen haben, so muB der Zeitmoment, wihrenddessen die
Werte der Variabeln in die Grenzen z, und z, + dz,, y, und
¥, + dy, ..v, und v, + dv, eintreten von demjenigen, wihrend-
dessen sie in die Grenzen =z’ und 2" + dz, y’ und
v +dy’...v) und v+ dv, eintreten, genau ebenso weit
abstehen, wie der Moment, wihrenddessen sie aufhoren, alle
innerbalb der ersteren Grenzen zu liegen, von demjenigen,
wihrenddessen sie aufhéren, alle innerhalb der letzteren
Grenzen zu liegen. Es muB daher die Zeit, wihrend welcher
sie im ganzen innerhalb der ersteren Grenzen liegen, gleich
sein der Zeit, innerhalb welcher sie zwischen den letzteren
Grenzen liegen; daher

Cn /
z7-”]"(.11,3/1..vn)d:z:ldyl .dv _—f'(l,g/1 w0 )dz'dy, ..
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5. Studien iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw. 95

Driickt man hier das Produkt der Differentiale dz,’, dy,"..dv,’
sowie w,’ durch dz,, dy,..dv, und w, aus, so ergibt sich

& f@s 9y 0) = ¢/ flas s 0.
Von den Werten der Variabeln z, %,'..v, kann man zu
den nach der Zeit ¢ 4 20¢ stattfindenden z,”, y,”..v,” tiber-
gehen usf, und man erhilt daher allgemein

cﬂ(k) f(z,®, .’/i(k)' . ”n(k)) =c, 1 25 Yys e 0,)

Daraus folgt, da die unter dem Funktionszeichen stehen-
den Variabeln im allgemeinen voneinander unabhingig sind,
daB ¢, f(z,,¥,,..v,) eine Konstante ist. Es ist also die Wahr-
scheinlichkeit, daB der Punkt m, innerhalb des Raumelementes
ds,, der Punkt m, innerhalb ds,.., ferner der Endpunkt der
Geschwindigkeit ¢, des ersten Punktes innerhalb doy, der der
Geschwindigkeit ¢, des zweiten innerhalb da,.., endlich der
Endpunkt der Geschwindigkeit ¢, des letzten Punktes auf

dem Flichenelemente de, liege, proportional dem Produkte
- ds, ds,..ds,do, doy..do,_, do

n

ist, solange die geforderte Lage tiberhaupt méglich ist. Fiir
alle andern Lagen wird diese Wahrscheinlichkeit plotzlich Null.
Hieraus folgt erstens, daB bei gegebener Liage der Punkte und
GroBe ibhrer Geschwindigkeiten fiir letztere jede Richtung im
Raume gleich wahrscheinlich ist; zweitens, daB bei gegebener
Lage der Punkte die Verteilung der Geschwindigkeiten unter
ihnen genau die in Aufgabe 7 gefundene ist, wenn man da-
selbst nx — y statt nx setzt und nur abhingt von dem Potentiale
des Systems in der gegebenen Lage, daB also die mittlere
lebendige Kraft aller Punkte fiir alle Lagen, daher iiberhaupt,
gleich sein muB; drittens, daB die Wahrscheinlichkeit, daB m,
innerhalb ds,, m, innerhalb ds,..,m, innerhalb ds, liegt,
proportional

sn—2

(nse — )()_2_213l ds,..ds,
daher die Wahrscheinlichkeit, daB auflerdem % zwischen #,
und %, 4 dk, liegt, proportional
ke —y — k)" °dkds ds,..ds,

ist. ns ist die ganze im System enthaltene Arbeit. Dabei ist
noch zu bemerken, daB Lagen unmdglich sein konnen, fiir
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welche y < nx ist, wenn sie durch lauter unméogliche Lagen von
den wirklichen Lagen der Punkte des Systems getrennt sind.

Als spezieller Fall folgt aus dem ersten Satze, wie ich
schon in meiner Abhandlung iiber die mechanische Bedeutung
des zweiten Hauptsatzes gezeigt habe, daB dic mittlere lebendige
Kraft eines Gasatoms gleich der der progressiven Bewegung
eines Molekiils ist. Dieser Beweis fiillt aber auch eine in der
Losung aller iibrigen Aufgaben gelassene Liicke aus; er zeigt
pamlich nicht nur, daf fiir diese Verteilung der Geschwindig-
keiten Gleichgewicht der lebendigen Kraft stattfindet, sondern
auch, daB dasselbe in keiner anderen Weise moglich isf. Eine
Ausnahme hiervon tritt nur ein, wenn die Variabeln z,, y,, z,,
z,...v, nicht voneinander unabhéngig sind. Es kann dieser
Fall fir alle Systeme von Punkten fiir gewisse spezielle Werte
der Variabeln eintreten, welche durch bestimmte Relationen
aneinander gekniipft sind, die sich dann im ganzen Verlaufe
der Bewegung erhalten, die aber, sobald man sie nur im
mindesten storen wiirde, sich sogleich selbst vernichten wiirden
(labiles Gleichgewicht der lebendigen Kraft), z. B. wenn alle
Punkte und fixen Centra urspriinglich in einer mathematischen
Linie oder Ebene liegen wiirden. Als stabiles Gleichgewicht
ist dieser Fall nur moglich, wenn das Punktesystem so be-
schaffen ist, daB die Variabeln fiir alle moglichen Anfangs-
werte nach einer bestimmten Periode stets wieder zu den
Anfangswerten zuriickkehren, ohne dabei alle mit dem Prinzip
der lebendigen Kraft vereinbarten Werte angenommen zu haben.
Alsdann sind statt einer Art des Wirmegewichtes immer deren
unendlich viele moglich, welche erst in ihrem Vereine dem
oben gefundenen Gesetze gehorchen wiirden, wie dies in der
Tat sogleich eintritt, wenn die Periodizitit wie immer, z. B.
dadurch, daB sich das Punktesystem in einem allseitig von
elastischen Winden umschlossenen Raume bewegt oder durch
auch nur ein frei herumfliegendes Atom, das an elastischen
Winden anprallt, gestért wird.?)

%) [Dieser letzte Absatz ist fraglich, Es ist nicht bewiesen, daB
trotz der Reflexionen an elastischen Winden bzw. trotz der Wirkung
jenes Einzclatoms nicht noch auBer der Gleichung der lebendigen Kraft
noch andere Gleichungen bleiben, so daB das System nicht alle mit der
1. Gleichung vertriigliche Werte durchlguft. Bem. a. d. NachlaB.]
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