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Ces huit textes présentent des problémes récents, applications directes du
cours de Physique Statistique. On notera immédiatement qu’ils sont de
natures différentes.

Les deux premiers sont des problémes "ancien style”, de longs problémes de
physique moderne consistant a présenter une thématique originale, parfois
proche des recherches les plus récentes, et pour lesquels tous les documents
étaient autorisés. On trouvera d’autres problémes plus anciens dans les
recueils conservés a la bibliothéque de I’Ecole.

Les plus récents sont plus simples, plus proches du cours, censés mieux
refléter les connaissances acquises par les éléves. Pour ceux-ci, I’épreuve se
déroule sans aucun document autre qu’un petit formulaire des principales
formules distribué avec le texte du probléme.
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La transition de Peierls

A basse température, la phase métallique d’un conducteur unidimensionnel est instable vis a vis
de la formation d’un état isolant. La transition dite de Peierls décrit I’apparition spontanée d’un état
isolant a basse température. Le but de ce probleme est d’analyser quantitativement le mécanisme a
l'origine de cette transition de phase.

On sait que le potentiel périodique du réseau atomique est a l'origine de la structure en “bandes”
du spectre électronique dans un cristal, et de I'existence de métaux ou d’isolants selon le remplissage
de la bande de conduction. On considere ici un métal unidimensionnel dont la bande de conduction,
représentée sur la Figure (1-a), est & moitié remplie. Il s’agit de montrer ici qu'une distorsion périodique
du réseau atomique peut apparaitre spontanément et en conséquence ouvrir un “gap” supplémentaire
au niveau de Fermi. Ce mécanisme est représenté schématiquement sur la Figure 1-b. L’ouverture de
ce gap abaisse I'énergie totale du gaz d’électrons puisque 1’énergie des états remplis diminue alors que
celle des états vides augmente (Figure 1-b).

—-n/a kg kg /a —-n/a kg kg /a

Figure 1: Bande de conduction d’un métal unidimensionnel en l'absence (a) puis en présence (b) d’une dis-
torsion de réseau de vecteur d’onde 2kp. En présence d’une distorsion périodique du réseau, les états remplis
voient leur énergie abaissée alors que les états vides voient leur énergie augmentée. La distorsion du réseau et
l'onde de densité de charge en résultant sont représentées schématiquement sur le haut de la figure.

Une telle distorsion est-elle possible? D’un c¢6té, comme nous venons de 'expliquer, le gaz
d’électrons gagne de ’énergie a ouvrir un gap au niveau de Fermi. Mais d’un autre coté, la dis-
torsion du réseau cotute de I’énergie élastique. Le but de ce probleme est d’établir ce bilan énergétique



et de montrer que, a une dimension, le gain d’énergie électronique est toujours supérieur au colt
d’énergie élastique, et qu’il y a donc formation spontanée d’un gap au niveau de Fermi. Le nouvel état
est donc isolant.

Ce probleme cherche a décrire successivement:
e L’effet d’un potentiel périodique sur le spectre électronique,

e [’abaissement d’énergie électronique,

Le cout d’énergie élastique,

Le bilan énergétique total,

La thermodynamique de la phase isolante a toute température.

La derniére partie 6 de ce probléme, consacrée & l’étude du coit d’énergie élastique,
peut étre traitée indépendamment.

On donne le formulaire suivant:
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1 Bande de conduction

On considere un gaz d’électrons libres a une dimension, dans une “boite” de longueur L, avec des
conditions aux limites périodiques.

1. Rappeler comment s’écrivent les fonctions d’ondes normalisées pour ces électrons 7

2. En prenant en compte la dégénérescence de spin des électrons (pas de champ magnétique),
calculer, & L grand, le nombre d’états quantiques dont le module du vecteur d’onde est inférieur
a une valeur k£ donnée.



. On suppose qu’il y a en fait dans la boite des atomes formant un réseau périodique unidimen-
sionnel de période a de sorte que, dans ’approximation de liaisons fortes, la bande de conduction
peut étre décrite par la relation de dispersion

€ = €9 — 2t coska (1)
ou I’“amplitude tunnel” ¢ décrit la probabilité pour un électron de sauter d’un atome vers 'un

ou 'autre de ses deux premiers voisins. On prendra ¢y = 0 comme origine des énergies.

Calculer le nombre N-(e) d’états d’énergie inférieure & une énergie donnée e.

. En déduire que la densité d’états p(€) par unité de longueur et par direction de spin s’écrit

G P — )

- 2rat €2
L=

. Chaque atome donne un électron de conduction. Montrer qu’a température nulle, les électrons
occupent tous les niveaux jusqu’au “niveau de Fermi”, caractérisé par le vecteur d’onde krp = 7/2a.

. On s’intéressera particulierement au voisinage du niveau de Fermi dans la suite de ce probleme.
Il sera commode de linéariser la relation de dispersion autour de +kp. Montrer que 'on peut
écrire dans ce voisinage

6k:€F+hUF(|/€’—k‘F)+..., (3)

ol e = €9 = 0 est prise comme origine des énergies. Donner I’expression de la vitesse de Fermi
VE.

. Montrer que la densité d’états p(er) au niveau de Fermi peut s’écrire sous la forme

1
ﬂ'ﬁUF '

pler) =

2 Effet d’un potentiel périodique supplémentaire

On part d’un gaz d’électrons unidimensionnel dans la bande de conduction, décrits par un hamil-
tonien Hy qu’on ne cherche pas a expliciter et dont les valeurs propres et états propres sont notés
respectivement ¢ et |k). On étudie 'effet d’un potentiel périodique sinusoidal W tel que

A

W = 2w cos(qZ + ) , w réel (5)

que ’on décomposera sous la forme

W = W,e'% + W_ e (6)

1. Exprimer W, en fonction de w et ¢ et vérifier que W, = WX . On choisira ¢ = 0, de sorte que

Wy = W_, est réel.

2. Calculer les éléments de matrice (k/|W|k) en supposant que les états |k) sont des ondes planes

normalisées.



L’effet du potentiel W est en général petit, sauf sur des états tels que €, ~ €14, qui s’hybrident
fortement sous leffet de W. Pour décrire effet du potentiel au voisinage d'un état k > 0 tel que € ~
€k—q, 00 peut alors se restreindre au sous-espace (|k), |k — ¢)) (théorie des perturbations dégénérées)
et chercher ainsi les états perturbés sous la forme : !

[vr) = Aglk) + Bilk —q) (7)

3. En écrivant I’équation de Schrodinger dans le sous-espace décrit par les deux états |k) et |k — q),
c’est-a-dire en la projetant sur les bras correspondants, montrer que les coefficients Ay et By
satisfont le systeme 2 x 2 :

(e, — Ex)Ax + WyBj =0
W_qu + (Equ — Ek>Bk =0 (8)

ol Ej, sont les nouvelles énergies en présence du potentiel W, et € les énergies non perturbées.

4. Montrer que ces nouvelles énergies Fj s’écrivent:

1 1
B = S+ exq) 5\/ ek — €h_g)2 + 4W2 . 9)
On voit que, lorsque les états |k) et |k — q) sont dégénérés, c’est-a-dire pour k = ¢/2, le potentiel
périodique leve la dégénérescence et le nouveau spectre Ej, présente maintenant une bande interdite

ou gap, de largeur 2A (figure 1-b) avec
A=W,. (10)

3 Gain d’énergie électronique

On consideére maintenant le cas ot ¢ = 2kp, c’est-a-dire que le potentiel W couple les états proches
de kp et —kp. Le gap est alors ouvert exactement au niveau de Fermi et 1’énergie électronique est
abaissée car tous les états remplis voient leur énergie abaissée (Figure 1-b).

On se place d’abord a température nulle. Chaque état indexé par 'impulsion k voit son énergie
passer de €; & F. La variation totale d’énergie électronique s’obtient en sommant la variation d’énergie
de tous les états occupés.

1. En utilisant la symétrie du spectre, montrer qu’il suffit de sommer sur les états k£ > 0 et montrer
que l'abaissement d’énergie totale s’écrit

L [br
Ee = 2/ (Ex — ex)dk . (11)
T Jo

Le calcul exact de cette intégrale est difficile. Mais I’abaissement d’énergie des états |k) n’est important
qu’au voisinage du niveau de Fermi. Au voisinage de kr, dans une région de vecteur d’onde [kr —
ke, kp + k¢, on peut utiliser la relation linéaire (3), voir Figure 2-a. k. est une certaine coupure au
dela de laquelle I’approximation linéaire devient mauvaise. Mais au dela de cette coupure la différence
E. — ¢, est négligeable. Nous discuterons plus loin le role de cette coupure, qui peut sembler arbitraire.

Dans la suite, on prend ep comme origine des énergies électroniques et on notera ep = 0.

'De fagon symétrique, au voisinage d’un état k < 0 tel que € ~ €x44, les états ont la forme
|¥r) = Aklk) + Brlk + q)

On considerera dans la suite le voisinage d’un état k > 0.
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Figure 2: Spectre linéarisé (a) dans la phase métallique, (b) dans la phase avec gap.

2. Montrer que les nouvelles énergies Fj, s’écrivent, autour de kp:

By, = sgu(k — kp)\/h20h(k — kp)? + A2 | (12)

3. Calculer ’abaissement d’énergie électronique totale &.. Dans la limite A < €. = hvpk., montrer
que & est donné par:

A? 2¢
E = —Lp(er) [2 + A%ln Ac] . (13)
ou p(ep) est la densité d’états au niveau de Fermi, par unité de longueur et par direction de

spin.

4 Bilan d’énergie totale & température nulle

On vient de montrer que 'existence d’un potentiel périodique d’amplitude W, et de vecteur d’onde
¢ = 2kp induit un gap A = W, au niveau de Fermi et abaisse I’énergie électronique totale.

On peut montrer par ailleurs (c’est I'objet de la derniére partie 6 qui peut étre traitée a part) que
ce potentiel peut étre engendré par une distorsion périodique du réseau atomique de la forme x, =
na — 24 cos gna, ou na désigne la position des atomes en I’absence de distorsion et e, I'amplitude de
leur déplacement. L’amplitude W, du potentiel induit est simplement proportionnelle au déplacement
€q:

Wy =a4eq - (14)

La constante «y décrit le couplage entre le réseau atomique et le gaz d’électrons. On montre dans
la partie 6 qu'une telle distorsion périodique colite une énergie élastique proportionnelle au carré du
déplacement et au nombre N d’atomes :

& =NKgel, (15)

ou K, est une certaine constante.
1. Récrire le cout d’énergie élastique sous la forme

A2
(S‘r - LT 5 (16)

ou L = Na est la longueur du systeme et ou le parametre \ est la constante dite de couplage
électron-réseau dont on donnera l’expression.

On cherche maintenant a établir le bilan d’énergie totale, résultant de I’abaissement d’énergie électronique
di a ouverture du gap et du cout d’énergie élastique du a la déformation du réseau.



2. Ecrire le bilan d’énergie totale & = &, + &, en fonction du gap A.

3. En minimisant cette énergie par rapport a A, en déduire la valeur prise par le gap. Montrer que
le gap s’écrit:
A =2 (17)

Donner 'expression de la constante de couplage sans dimension A. Montrer qu’elle se met sous
la forme

A = Mp(er) (18)

Ce résultat (17) a été obtenu en supposant A < €., par conséquent A < 1. C’est ce qu’on
appelle la limite de couplage faible.

4. Vérifier que pour cette valeur du gap, I’énergie totale est toujours abaissée (Er < 0).

5. A température nulle et a une dimension, l’apparition d’une distorsion de réseau est donc toujours
favorable. Comment varie ’amplitude de cette distorsion en fonction du couplage au réseau et
de la rigidité du réseau atomique? Commenter.

9 Température finie: thermodynamique de la phase isolante

A une dimension, le bilan énergétique montre que la phase métallique est toujours instable et qu’il
se forme une distorsion de réseau avec ouverture d’un gap au niveau de Fermi, conduisant a une
phase isolante. On cherche maintenant a décrire la stabilité de cette phase isolante & température T
finie. A température nulle le gain d’énergie électronique provient du fait que les états en-dessous du
niveau de Fermi sont tous remplis alors que ceux situés au-dessus sont tous vides. Ceci n’est plus
vrai a température finie ou 'occupation des états est donnée par le facteur de Fermi. Il existe donc
maintenant des états vides en dessous de ep et des états remplis au-dessus. On peut donc prévoir que
le bilan d’énergie est moins favorable, et que la formation d’un gap est plus difficile. Qualitativement
on concoit que si la température est suffisamment grande devant le gap: kg1 > A, on retrouve une
phase métallique. Pour étre plus précis, il faut maintenant établir un bilan non plus d’énergie mais de
grand potentiel & température finie, afin de déterminer la dépendance en température du gap A(T).
On se placera toujours dans la limite de couplage faible A = Ap(ep) < 1.

1. On suppose que le cout d’énergie élastique de la distorsion du réseau ne dépend pas de la
température. Montrer que la différence de grand potentiel entre la phase ordonnée (A # 0) et
la phase métallique (A = 0) s’écrit, par unité de longueur

A2
Ar = Ac(A) — Ac(0) + - (19)
ou la contribution électronique A.(A) est donnée par
kpT
A (A) = —% In Z,(A) (20)

et ou la fonction de partition grand-canonique est donnée par (on rappelle qu’on a pris 'origine
des énergies électroniques en e = 0. Par ailleurs, le gaz d’électrons est fortement dégénéré de
sorte que le potentiel chimique ne dépend pas de la température)

Zo(A) = []I1 + e P52 (21)
k

ou 8 =1/(kpT). Ey et ¢ sont les énergies en présence et en I’absence de la distorsion du réseau.



2. Par un changement de variable approprié, montrer que le grand potentiel peut se récrire sous la
forme (19) avec

A (A) = —4kpTp(er) /0 “In {2 cosh(ﬂb;@)] de | (22)

E(e) =Ve2+ A2 . (23)
€. est I’énergie de coupure définie plus haut.

3. En minimisant ce grand potentiel par rapport a A, démontrer 1’équation, dite équation du gap,
qui donne la valeur du gap A(T') en fonction de la température:
e de E) 1

tanh -
o E(e) MokgT T A

(24)

avec E(e) = VA% 4+ €2. La dépendance A(T) obtenue a partir de cette équation implicite est
montrée Figure (3).

A(T)/A0)
1.5}
1.0¢

0.5¢

‘ ‘ ‘ ‘ /T,
02 04 06 08 10

Figure 3: Variation du gap en fonction de la température

4. A partir de cette expression, retrouver la valeur du gap A(7T' = 0) & température nulle.

5. Le gap est maximal a température nulle et s’annule a la température critique 7, appelée
température de Peierls. Montrer que cette température critique est donnée par:

e de € 1
— tanh =— 2
/0 e MokpT, T A (25)

c’est-a-dire:
kpT, = 1.13¢,e YA (26)

6. En conclure que le gap a température nulle et la température critique sont reliés dans un rapport
universel. Ce rapport est universel au sens ou il ne dépend ni de la coupure €. ni du couplage
électron-réseau, qui sont difficiles & déterminer a partir des parametres microscopiques.

7. On peut montrer que le voisinage de la transition de Peierls peut étre bien décrit en champ moyen.
La figure (4) représente la dépendance en température de I'amplitude ¢, de la distorsion de
réseau mesurée aux rayons X (l'intensité mesurée est proportionnelle au carré du déplacement).
Commenter ces résultats et en particulier la dépendance en température au voisinage de la
transition de Peierls.
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Figure 4: Amplitude de la distorsion de réseau mesurée aux rayons X, dans plusieurs composés inorganiques
quasi-1D, et comparaison avec la dépendance A%(T) prévue par la théorie, Eq. 24, appelée BCS dans la figure,
en référence a la théorie BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer) de la supraconductivité dont la thermodynamique est
analogue a celle de la phase de Peierls.

6 Distorsion du réseau, coiit d’énergie élastique

Dans cette partie indépendante, il s’agit de montrer ici comment la distorsion du réseau atomique
induit un potentiel périodique dont l’amplitude est donnée par la relation (15).

Pour cette partie, on donne le formulaire suivant:

p+q . p—q
sin ——

cosp —cosq = —2sin

Pour ¢ et ¢’ multiples de 27/(Na),

N
> sin®qa(n+1/2) = N/2

M=

s(qna) cos(¢'na) = cos(qna) sin(¢'na) = 0

9 5q7q’ )

uMz

n=1

Dans 'approximation de petits déplacements atomiques, le réseau peut-étre décrit comme une chaine
de ressorts dont I’énergie potentielle totale s’écrit

1
=3 Z Mwi(zps1 — xp —a)? . (27)

M est la masse des atomes. wy est la fréquence propre de vibrations reliée a la rigidité K des liaisons
interatomiques: wy = /K /M. N est le nombre d’atomes de la chaine de longueur L.

On considere une modulation périodique de la position des atomes au vecteur d’onde ¢ de la forme:
Ty = Na — 24 COS qNA . (28)

1. Quelles sont les valeurs de ¢ possibles respectant les conditions aux limites périodiques ?



2. Montrer que le cott d’énergie élastique peut se réécrire, apres sommation sur n:

& = Nngsg (29)

a
wq = 2wo ‘Sil’l %) : (30)
est la fréquence propre de vibration associée au mode de vibration de vecteur d’onde q.

Il reste a déterminer la relation entre ’amplitude du déplacement e, au vecteur d’onde g et I'amplitude
du potentiel V' vu par le gaz d’électrons. Pour cela, on écrit de facon tout a fait générale le potentiel
de réseau vu par les électrons sous la forme:

V(z) =Y vl —wn), (31)
n
ou v(x) est le potentiel créé par un atome.
3. Ecrire le potentiel V(x) en présence d'un déplacement modulé du réseau (28), en supposant

gq < a et en effectuant un développement du potentiel autour de la position d’équilibre des
atomes. On notera a(x) = dv/0x.

4. En introduisant la transformation de Fourier
_ 2 ! 32
a(m)—NZaq/cosqaz (32)
q'>0
et en sommant sur n, montrer que le potentiel en présence de distorsion de réseau devient:

V(z) = Vo(z) + W(x), (33)

avec Vp(z) = Y, v(r — na) et W(x) = 2a4eqcosqr. Le parametre o s’appelle constante de
couplage électron-réseau. Il indique la force du couplage entre le déplacement des atomes du
réseau et 'intensité du potentiel ainsi induit.

5. En utilisant ’équation (10), montrer la relation entre le cotit d’énergie élastique &, et le gap A :

A2
& = NMwl=; (34)
Qg

ce qui conduit & la relation (15) avec K, = M. wg.

Figure 5: Sir Rudolf Peierls (1907-1995). Physicien allemand émigré en Angleterre,
travaille avec Heisenberg et Pauli. II développe la théorie des bandes et introduit la
notion de ”trou” dans les semi-conducteurs. Nombreuses contributions & la physique
des solides et a la physique nucléaire. En 1930, il propose le mécanisme décrit dans ce
probleme, qui ne sera observé qu’a partir des années 1970, dans les conducteurs de basse
dimensionnalité.
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La transition de Peierls

X 3k 3k

corrigé

1 Bande de conduction

1.

D.

Pour des particules libres avec des conditions aux limites périodiques, les fonctions d’ondes
normalisées sont de la forme

k

La périodicité implique que (x + L) = ¢(z), donc e** = 1 et par conséquent k = 2nm/L ol

n € 7.

Le nombre d’états dont le module du vecteur d’onde est inférieur a une valeur donnée k est

L 2L
No(k)=2—2k=—F. 1
(k) =252k == (1)
% est la densité d’états dans I'espace k. 2k est le volume de ’espace des états k accessibles et

il y a un facteur 2 supplémentaire pour la dégénérescence de spin.

. D’apres (1), le nombre Nc(€) d’états dont 1’énergie est inférieure & € = —2t cos ka est
2L 2L €
Ne(e) = Zk(e) = = (_7) .
- (€) - (€) —arccos ( — o
On obtient la densité d’états en énergie en dérivant N (e). On divise par 2L pour l'obtenir par

direction de spin et par unité de longueur:

PO = o e = orar e
— i

La dépendance en énergie de cette densité d’états est montrée sur la figure (1).

(2)

p(e)

2 -1 o0 1 5 <t

Figure 1: Densité d’états correspondant d la relation de dispersion € = —2t cos ka.
Pour un électron de conduction par atome, la bande de conduction est a moitié remplie. La

densité d’états étant uniforme en vecteur d’onde, le vecteur de Fermi est donc la moitié du
vecteur correspondant au remplissage complet de la bande, c’est-a-dire kp = 7/2a.



6. On linéarise la relation de dispersion ¢, = —2t cos ka autour de *+kp :

Oe
€ = €kp T 50 (k—kp)+---
kr
et sik ~ —kp:
Oe Oe
sze,kF—i-% (k—l—kp)—l-"':GkF-i-% (—k—Fkp)+---
7kF kF‘
Finalement
€
= rp T o (|kl = kp) +---
krp

avec €y, = €9 — 2tacoskra, et %‘M = 2tasin kra = 2ta. Par conséquent

ek = €y hop((] = br) + -

Comme on a choisi ¢g = 0 et kpa = 7/2, on en déduit que ep = 0. La vitesse de Fermi est

donnée par
1 Oe _ 2ta

TR Ok, h

En utilisant la relation (2), on peut écrire la densité d’états au niveau de Fermi (ex = 0) sous la
forme

1
oQnat  whup

pler) =

Remarque: la derniéere expression est tres générale et ne dépend pas de la relation de dispersion.
On l'obtient directement & partir de (1) :

. i ON(€)

1 0k
pler) = 2L  Oe -

1
rhop

T Oe

€F €F

2 Effet d’un potentiel périodique supplémentaire

1. Le potentiel W est la somme de deux exponentielles: W = we'4+¢) 4 ye~ia2+¢)  On identifie
ainsi W, = we'? et W_g = we™%. Si ¢ =0, Wy = W_; = w est réel.

2. Les éléments de matrice (K'|W k) s’écrivent
. 1 L A o
(kW) = - / e P (Wae' + W_ge ') da
0

et par conséquent : (&’ |W!k> = W4k jitq+W—g 0 k—q- Le potentiel périodique couple donc les

états |k) aux états |k £ q).
3. Ecrivons I'équation de Schrédinger pour Iétat [¢r), H|¢y) = Ex|vg) :

H|yy) = ApH|k) + BrH|k — q) = Ey,(Ag|k) + Bylk — q)) -
En projetant sur les états (k| et (k — g|, on obtient le systeme

Ay (k|H|k) + By(k|H|k — q) = E, Ay
Ap(k — q|H|k) + Bk — q|H|k — q) = Ex By, (3)



avec (k|H|k) = e, (k — q|H|k — q) = ex_q, (k — qlH|E) = W_, (k|H|k — ¢ = W,). On obtient
ainsi le systeme de deux équations a deux inconnues:
(Ek - Ek)Ak + Wqu =0
W_g Ak + (€r—q — Ex)Br = 0 (4)

4. Ce systeme 2 x 2 n’a de solution que si son déterminant est nul:

€. — Ey, W,

— _ _ _ 2:
Wy epg By |~ (7 W) = Ei) — W7 =0, (5)

équation du second degré qui a pour solution (on note que W, est réel):

1 1
Ep = S e+ en—g) £ 51/ (e — eg)? + 473 (6)

Pour k = ¢/2, on a E}, = £W,. Il n’y a pas d’état pour des énergies comprises entre ces deux
valeurs. On note I'amplitude de ce "gap”, 2A avec A = W,,.

3  Gain d’énergie électronique

1. Pour chaque état [k), 'abaissement d’énergie électronique est Ej — €. L’abaissement total
d’énergie est donc (en tentant compte de la dégénérescence de spin):

kr
Ee=2) (Bp—e) .
—kp

On remplace la somme discrete par une intégrale (>, — % [ dk ). Par ailleurs, le spectre étant
symétrique, on n’a intégré que sur la partie droite du spectre et doublé le résultat. En effet,
Pexpression (6) est valable si k est positif, autour de kr. Pour prendre en compte la branche
k < 0, il faudrait utiliser la méme expression que (6) , mais ou on couple k et k + 2kp. Ce qui
conduirait au méme abaissement d’énergie. On ne garde donc que l’expression pour k > 0 (on
integre donc entre 0 et kr ) et on multiple par 2. On a ainsi

L [FF
£ = 2/ (By — e)dk (7)
™ Jo

2. On linéarise le spectre autour de kp. Ainsi
€L =6F+’Up(k—k'p) ; €k—2kp ZEF—UFUf—/{?F) (8)

et, en prenant ep = 0 comme origine des énergies, et comme ¢ = 2k,

By, = sgn(k — kp)Job(k — k)2 + A2 9)

3. Apres linéarisation de la relation de dispersion, I'intégrale (7) se simplifie alors considérablement
et devient:

2L
_7T

kr
Ee / [‘V A2+ n203(k — kp)? — hop(k — kp) | dk .
k

F—ke

En effectuant le changement de variable € = hvp(k — kr), U'intégrale prend la forme

2L (°
Ee=— / [V A2 + €2 + €]de
ﬂ'h’UF —ec




avec €, = hvpk.. Le calcul de cette intégrale donnée dans le formulaire conduit au résultat:
C

A?+e 62]

L €+
Ee:_hﬂ"l)p €c/A2 + €2+ A%ln = A
En supposant que A < €., on trouve finalement:
L [A? 2¢
Ee=— — +AZIn =8 10
© = " Thor [ p TR } (10)
qui est mis sous la forme
£ = —Lp(er) |20 1 A2 26 (1)
=_ — n——
e P\EF 2 A ’

ou p(ep) = 1/(mhup) est la densité d’états au niveau de Fermi, par unité de longueur et par

direction de spin.

4 Bilan d’énergie totale & température nulle

Le cout d’énergie élastique peut s’écrire en fonction du parametre A:
AQ

1.
2
2
& = NKge, = Nan—g = NKy—
q q
que 'on récrit sous la forme
A2
gr — LT
avec (L = Na)
aozg
q
2. Le bilan d’énergie totale & = & + &, s’écrit:
A? 2¢ A?
— A S L
+ n A ] + h

gT:ge+€r:_Lp(6F) |: 2

3. On cherche la valeur de A qui minimise I'abaissement d’énergie totale Ep :
o0& 2¢, A
— =L 2AIn —+2————| =0. 13
pler) |2am % 22 (13)

0A

Cette équation a deux solutions, une qui correspond a un maximum en A = 0 et 'autre qui
(14)

correspond & un minimum en
A= 2666_1/ A

avec A = Ap(ep) ou la constante de couplage A est donnée par (12).
En insérant cette expression de A dans I’énergie totale, on voit que 1’énergie totale est toujours
AZ

abaissée
Er = —Lp(er) 5

A température nulle, il y a donc formation spontanée d’une phase isolante.

L’amplitude A de la distorsion est d’autant plus grande que le gaz d’électrons est couplé au

d.
réseau (o grand) et que le réseau est peu rigide (K, petit).



9 Température finie: thermodynamique de la phase isolante

1.

Le bilan de grand potentiel s’écrit AA = A (A) — A.(0) + %2 ou la contribution électronique au
grand potentiel de la phase ordonnée est A.(A) = —(kgT/L)In Z,(A). Pour la phase métallique,
il suffit de faire A = 0. La fonction de partition grand canonique est celle d’'un gaz de fermions
(avec un potentiel chimique pris a ep =0 : 2, = [[,(1 + ePFr)2, La puissance 2 tient compte
de la dégénérescence de spin.

. En partant de ’expression du grand potentiel (contribution électronique)

A(A) = ~2k5T S In(1 + F)
k

on remplace la somme discrete sur les k par une intégrale sur les énergies. Il faut toutefois
séparer les régions de part et d’autre du niveau de Fermi, € > 0 et ¢ < 0, pour lesquelles I’énergie
dans la phase ODC est +E). On obtient ainsi, en notant £ = /A% + €2,

0 €c
A (A) = —2kpTp(er) [/ deln(1 + ¢°F) +/ deln(1 + e PE)
—€c 0

que 'on peut récrire, apres un changement de variable ¢ — —e dans la premiere intégrale,

A (A) = —ZkBTp(eF)/ ) deln(2 + 2 cosh SE)
0

d’ou le résultat demandé.

. Le gap est donné par la minimisation par rapport a A du grand potentiel:

0AA  0A(A ) 2A B BE
GA T on Ta T Wl / hi*T 0 (15)
En introduisant A = Ap(er), on obtient ’équation du gap:
€e E 1
de tan = (16)

o E 2kgT ~ A

C’est une équation implicite, dont on peut tirer la dépendance A(T).

A température nulle, la fonction tanh — 1 et I'intégrale donnée dans le formulaire devient

ce de €c + /A2 + 62 260 1
0 VAZ+ €2 A YA T A

d’ou la valeur du gap a température nulle:

A(0) = 2e.e” /A (18)

. La température de Peierls est donnée par la solution de I’équation du gap pour A = 0. En

utilisant une intégrale du formulaire,

‘e de € 1.13 €. 1
% tanh —1 = 19
/0 e NokpT, T U kpI, A (19)

d’ou la température de transition T):

T, =1.13¢. e /A (20)



6. Le gap a température nulle et la température critique dépendent tous les deux de la coupure €,
et de la constante de couplage A, mais leur rapport n’en dépend pas:

A(0)
ksT,

=1.76 (21)

On note que dans ce résultat, les parameétres microscopiques, a savoir la constante de couplage
et la largeur de bande (ou la coupure en énergie) ont disparu. Ce résultat est donc universel,
indépendant des détails microscopiques du composé.

7. Cette figure représente un signal proportionnel au carré de la distorsion, donc proportionnel a
A2(T). Dans une théorie de champ moyen, on s’attend & ce que A(T) s’annule au voisinage
de la température critique 7}, comme /T, — T (On pourrait d’ailleurs le démontrer ici & partir
d’un développement du grand potentiel et de I’expression du gap au voisinage de 7},). La figure
qui montre la dépendance A?(T) montre bien une dépendance linéaire au voisinage de T},.

6 Distorsion du réseau, coiit d’énergie élastique

1. En prenant des conditions aux limites périodiques, on doit avoir cos ¢(n + N)a = cos gna, donc
2nm

qNa = 2nm, c’est-a-dire ¢ = F = 2’%’ oun € Z.

2. Lorsque les atomes sont dans leur position d’équilibre x,, = na et & = 0. Une distorsion cotte

I’énergie
M 2
E = ;0 zn: 452 [cos g(n + 1)a — cos qa)? (22)
& = 8Mw852 Z sin? [ga(n + 1/2)] sin? [ga/2] (23)
n

En utilisant la relation proposée, on obtient:
. 9 4a
&= 4NMw8£2 sin? 5= Nngeg (24)
ou la pulsation w, est la pulsation d’'un mode propre de vibration au vecteur d’onde g.

3. En présence d’'une modulation périodique du réseau, le potentiel s’écrit:

V(z) = Z v(x — na + 2¢4 cos gna)
n
On effectue un développement au premier ordre en déplacement e,:

V(z) = Vo(x) + 2¢4 Z cos(gna) gz

= Vo(z) + Z 2e4 cos(gna)a(x — na)

r—na
ou Vp(z) est le potentiel en 1’absence de déplacement.

4. On remplace a(z — na) par sa transformée de Fourier et on inverse les sommes sur n et ¢':

4e
V(z) = Vo(x) + Wq Z Z o cos gna cos(q' (z — na)]
n q

4e
V(z) = Vo(z) + Wq Z Qg Z[cos q'w cos gna cos ¢'na + sin ¢'x cos gna sin ¢'nal
q/

n



En utilisant les relations proposées, on obtient
V(z) = Vo(x) + 25404 cos qz
ce qui permet d’identifier W, = w = ayeq.

. Le cout d’énergie élastique s’écrit:

w2
& = NMuwlel = NMw,; —+ = NMw,
o
q

que 'on écrit sous la forme

w2 A2
& =NKgel = Nan—g = NK,—
q q

AQ

742 °

q

a?

avec Ky = ng.
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IMPORTANT: L’exercice et le probléme sont indépendants. Veuillez rediger sur copie JAUNE
Uexercice et sur copie ROSE le probléme.

* ok %

Exercice (6 points): Chaleur spécifique électronique
* ok ok

La chaleur spécifique d’un corps est une mesure directe de ses propriétés spectrales. On considere
ici la contribution électronique & la chaleur spécifique de trois systemes pour lesquels la densité d’états
électroniques présente des comportements tres différents au voisinage du niveau de Fermi, dans une
tranche [er — €., €p + €], comme cela est représenté sur la figure 1 : i) une densité d’états constante,
ii) une densité d’états qui s’annule linéairement autour du niveau de Fermi, iii) une densité d’états
qui présente un gap. Ces trois cas correspondent respectivement a un métal, au graphéne et a un
semi-conducteur. On cherche & déterminer le comportement C(7T) de la chaleur spécifique a basse
température. On suppose que kT < €. < €p, et on pose = 1/kpT.

D(e) D(e) I(e)

SF e SIF e EF*A 8‘F 8F+A €

Figure 1: On consideére trois comportements de la densité d’états dans une tranche de largeur 2e.
autour du niveau de Fermi. On notera que si kT < €., la chaleur spécifique C(T') ne dépend pas de
€c-

1 - Rappeler comment s’écrit 1'énergie totale E(T) en fonction de la densité d’états D(e) et du
facteur de Fermi f(e). Rappeler de méme comment s’écrit le nombre total de particules N (Dans
Pensemble grand-canonique, c’est le nombre moyen (N) de particules. On rappelle que dans la limite
de grande taille, les fluctuations par rapport a la moyenne sont faibles).

2 - Comment varie g—% en fonction de I’énergie? Quelle est la largeur typique de cette courbe?
o

3 - Montrer que si la densité d’états est symétrique autour de ep, le potentiel chimique p ne
dépend pas de la température et par conséquent u = ep. On utilisera pour cela le fait que le nombre



moyen (N) de particules est fixé et ne dépend pas de la température. Pour alléger I’écriture dans cette
question et les suivantes, on notera ez = 0. On montrera donc que u = 0 a toute température. Les
trois cas considérés ici correspondent a cette situation.

4 - Montrer que pour une densité d’états D(e) symétrique autour de ep = 0.

1 e 2D(e)
T) = d 1
c(T) 4kpT? /ec cosh? % ‘ e

Expliquer pourquoi la chaleur spécifique ne dépend pas de la largeur €, a basse température (tant que
kpT < €.), et que l'on peut prendre ainsi la limite €, — oo.

5 - On considére maintenant les trois cas suivants — cf. Fig. 1 (on a noté ep = 0)

a)  D(e) = Do (2)

b) D) = ale (3)

c) D(e) = Ay/|el—A sile] > A (4)
D) = 0 sile] < A

ou Dy, a et A sont des constantes indépendantes de la température.

Calculer la chaleur spécifique dans les trois cas. Dans le troisiéme cas, on considerera la situation
ou la température est beaucoup plus petite que le gap 2A entre la bande de valence et la bande de
conduction : A > 1.

6 - Commenter les dépendances en température dans les trois cas étudiés.

On donne le formulaire suivant:
00 5132 7T2
T 2T =
—oo 4cosh” 5 3

00 ’33|3 B
/ ————dx =9((3)

— oo 4 cosh? 3

X Be, _ NT  _psa
/A ve—Ae d€—2/83/2€



* ok %k

Probléeme (14 points): Surfaces fluctuantes et transition rugueuse

* ok ok

NB: Lire attentivement l’introduction qui introduit des concepts et des notations
importants pour la suite.

Ce probléme concerne la mécanique statistique de surfaces élastiques, comme les membranes
biologiques ou les interfaces liquide-gaz ou liquide-solide. On s’intéressera en particulier a la transition
dite “rugueuse”, découverte dans les années 1980, dans les cristaux d’Hélium en particulier. Comme
le montre la photo ci-dessous (Fig. 2), a haute température la surface des cristaux est dite “rugueuse”
(dans un sens qui sera précisé plus loin), ce qui conduit a des cristaux de forme arrondie. A basse
température, en revanche, la surface devient “plate”, ce qui conduit a des cristaux facettés. Il s’agit
d’une véritable transition de phase, qui a lieu a une température Tr que 1’on cherchera a déterminer
dans la suite du probleme.

£

Figure 2: Forme de cristaux d’Hélium 4 au dessus (figure du haut, "= 1.4 K) et en dessous (figure
du bas, T'= 1 K) de la température de transition rugueuse Tr =~ 1.3 K. On voit clairement apparaitre
une facette a U'interface cristal-liquide pour T' < Tg.

Pour décrire la surface mathématiquement, on introduit un réseau carré de maille notée a, ou
chaque site (indicié par deux entiers ¢, j, chacun prenant des valeurs de 0 & L) est caractérisé par une
hauteur locale h; ; € (—o00,+00) qui décrit entierement la position de la surface dans I'espace. (On
suppose la surface suffisamment “plate” pour qu’a chaque i, j ne corresponde qu’une seule hauteur
hi ;. On dit alors que la surface est “mono-valuée”.)

La surface est modélisée physiquemement comme un ensemble de points matériels reliés par des
ressorts tous identiques de raideur K. En 'absence de potentiel extérieur, I’énergie totale du systeme



s’écrit donc:!

L
K
Ho=+ Y [hig = i) + (hiy — hij-1)?] ®
Z?J::l

ou I'on suppose que la surface est rigidement fixée sur un cadre aux limites : Vj, ho; = hr; = 0 et
Vi, hio = h; 1, = 0. Différentes situations physiques correspondront a I’ajout d'une énergie potentielle
supplémentaire de la forme:

V="> V(hy,), (6)

ou la fonction V' (h) pourra prendre des formes différentes, cf. plus loin.

On notera dans la suite (...) la valeur moyenne thermique, prise sur toutes les configurations
microscopiques du systeme avec le poids de Boltzmann e #"/Z, ot H = Ho +V et 8 = 1/kpT.
Ici, une configuration microscopique du systeme correspond a la liste de toutes les hauteurs {h; ;},
Vi,j=1,...,L—1.

On introduira aussi les coefficients de Fourier ¢(k,q) de h; ;, définis pour k = 7mn/L avec n =
1,...,L—1 (vecteur d’onde a-dimensionnel conjugué a i) et ¢ = 7m/L avec m = 1,..., L —1 (vecteur
d’onde conjugué a j):

L-1L-1
hij=>_ > sin(ki)sin(gj)p(k, q). (7)
n=1m=1
On pourra décrire les conformations de la surface aussi bien en terme des variables h;; que des
coefficients de Fourier ¢(k, q). On rappelle aussi que:

L-1 I
) sin(ki) sin(k'i) = 5 Ok
=1

Dans la suite, on considérera la limite de grands systémes L — oo, pour laquelle les sommes discretes
b )
pourront étre remplacées par des intégrales continues, via la procédure suivante:

L-1L-1

L2 m ™
2231772/0 /Odkdq... (8)

n=1m=1

1 Le cas d’un oscillateur unique

On commence par le cas le plus simple, L = 2, qui correspond a un seul oscillateur libre, hq 1, attaché a
un cadre par quatre ressorts. On rappelle que ’on néglige, ici et dans toute la suite, la partie cinétique
de I’énergie.

1. Calculer la fonction de partition de ce systeme a température 7. On rappelle la valeur de

I'intégrale gaussienne:
+o0 2
2 T b
dze ™ 0% = [~ ewr
— 00 r

2. Sans calcul, que vaut la valeur moyenne thermique de hq 1 7

3. En utilisant le théoreme d’équipartition, donner sans calcul la variance de hq, 1, notée (hil), en
fonction de la température T et de la raideur des ressorts, K.

!Dans toute la suite on négligera la partie cinétique de I’énergie, qui joue un réle trivial dans ce probleme.



2 Surfaces libres

Dans cette partie, on suppose que la surface est libre, c’est a dire que le potentiel V(h) est nul. En
manipulant les transformées de Fourier, on peut montrer que dans ce cas I’énergie du systeme s’écrit
en fonction des ¢(k,q) comme :

[\V)

w

L-1L-1

HO—L2KZZ (2 — cos k — cos q)p*(k, q). (9)

n=1m=1

. A partir de l'expression de Hy ci-dessus, combien y a-t-il de degrés de liberté quadratiques

indépendants dans ce systeme 7 En déduire sans calcul I’énergie interne du systéme en fonction
de la température. Que valent les moyennes (¢(k,q)) ?

. En utilisant le théoréme d’équipartition pour chaque mode k, ¢, calculer (¢?(k, q)) & température

T.

. Que valent les moyennes (¢(k, q)d(k',q')) si k # k' et/ou q # ¢'?

En déduire que la fluctuation moyenne de hauteur de la surface, ¢, définie par:

1 L-1
== Y ), (10)

ij=1

s’écrit:
L—
1

L2

1L-1
11
Z 2K ( 2—cosk:—cosq) (11)
n=1m=1

. Montrer que 'approximation continue de la somme discréte ci-dessus conduit a une intégrale

divergente:

kgT 1
P =~ dkd 12
Looo 2m2K / / q —cosk — cosq) = o (12)

(Indication: on posera k = @ cos et ¢ = @ sinf et on étudiera I'intégrale dans la limite @ — 0).
En se rappelant que la plus petite valeur possible de k, ¢ a L fini est /L, montrer que le résultat
asymptotique pour une surface de taille finie est en fait:

L>>1 27TK1 nL+0(1) (13)

On trouve donc qu’a la limite des grands systemes, les fluctuations thermiques de la position
d’une surface sont divergentes. On dit alors que la surface est “rugueuse”. Ceci dit, méme si
le résultat est mathématiquement divergent, cette divergence est tres lente : calculer 'ordre de
grandeur de la contribution divergente a ¢ pour une surface de 3 cm de coté (correspondant a
L ~ 10® mailles atomiques de taille @ = 0.3 nm) telle que Ka? ~ kgT. Commentaires ?

3 Surfaces confinées

On suppose maintenant que chaque point matériel de la surface est soumis a un potentiel quadratique
confinant, centré en h = 0: V(h) = $4°h2.

1.

Etablir que ’énergie totale de la surface s’écrit maintenant, en fonction des ¢(k, q):

L—-1L-1

HO—LQZZ{ + K2—cosk—cosq) *(k, q) (14)

n=1m=1



2. En utilisant & nouveau le théoreme d’équipartition, que vaut (¢?(k, q)) & température 7' ? Donner
ensuite ’expression de ’écart-type de la hauteur de la surface, £, qui généralise le résultat donné
par 'Eq. (11) ci-dessus.

3. Montrer que l'approximation continue de ¢ conduit maintenant a une intégrale convergente
lorsque p? # 0, mais que cette intégrale diverge lorsque pu? — 0, cas qui correspond & la question
précédente.

4. Puisque la divergence de l'intégrale & u?> — 0 provient des petits vecteurs d’onde k,q — 0,
il est justifié d’approximer, dans cette limite, (2 — cosk — cosq) par %(k‘2 +¢?) = %QQ, ce
que nous ferons dans la suite de ce probléeme. On remplacera aussi le domaine d’intégration
carré k € [0,7],q € [0,7] par un quart de cercle Q € [0,7],6 € [0,7/2]. Montrer que cette
approximation conduit, dans la limite 2 — 0, &:

kT BT 7r2K

5. Le calcul précédent permet d’identifier une échelle de longueur ¢ définie par €2 = a?K/u’.
Pourquoi? Quelle est I'interprétation de cette longueur ? Pourquoi retrouve-t-on 1’équation (13)
lorsque &/a = L7

6. Proposer une image qualitative des conformations de la surface dans la limite o 1 < {/a < L.
Justifier en particulier pourquoi lorsque le point 4, j est a une distance des bords trés grande
devant &, la variance de h; j ne depend plus de la position du point 7, j et vaut approximativement
2.

4 Potential d’accrochage périodique

On veut maintenant décrire les conformations de l'interface entre un cristal et son liquide. Le cristal
étant un réseau périodique de période A, celui-ci crée un potentiel d’accrochage effectif sur la hauteur
de l'interface qui est lui méme périodique de période A\. On suppose pour simplifier que ce potentiel
est donné par un cosinus:

V(h) = —=Vhcos(2mh/N), (16)

et on se propose d’étudier le probleme d’une surface élastique soumise a un tel potentiel périodique.
Par rapport au cas précédent ou V' (h) croissait sans borne, ce qui conduisait naturellement & une
surface confinée, le potentiel périodique est borné et il n’est a priori pas évident de savoir si la surface
restera rugueuse. On va montrer ici qu’il existe en fait une température critique Tr en dessous de
laquelle la surface devient confinée.

Le calcul exact de la fonction de partition dans le cas V) # 0 n’est pas possible, car ’énergie
n’est plus une forme quadratique comme ci dessus. On a donc recours a une approximation dite
variationnelle, qui consiste a remplacer 1’énergie exacte du systeme, H = Hy + V, par une énergie

approximative quadratique:
L—-1L-1

_L2ZZ¢2kq (17)
o 2G(k,q)
n=1m=1
ou les G(k,q) sont des parametres déterminés pour représenter “au mieux” le probleme de départ.
De facon plus précise, nous allons établir une borne supérieure calculable F; pour I’énergie libre F' du
probleme de départ, et ensuite déterminer les G(k, ¢) en minimisant F,. Dans toute la suite, I'indice
|, indique que les calculs sont faits dans ’approximation variationnelle, alors que les quantités sans
indice sont les quantités exactes.
Note: On peut résoudre les questions 4 et suivantes sans avoir démontré la borne (question 3.)



. On note Z, la fonction de partition associée a ‘H, et F, = —kpgT In Z, I’énergie libre correspon-
dante. Montrer que 'on a:

ErnT L—1L-1
_ _Bf
Fy=—= ;;InG(lﬂ,q) +C, (18)

ou C est une constante indépendante des G(k, q).

. On note par (...), la moyenne thermique calculée avec le poids de Boltzmann approximatif
e PMv /7, avec 3 = 1/kgT. Montrer que I'on a la relation exacte suivante:

Z = Z,(e Py (19)

. On admettra qu’en utilisant la convexité de la fonction exponentielle on a, de maniere générale,

<€_'6(H_Hv)>v > 6—6<H—Hu>v‘ (20)

En déduire une borne supérieure pour ’énergie libre exacte ' du probleme:

F <F,+ (H—Huy)o. (21)

. En utilisant encore le théoreme d’équipartition, donner (¢?(k, q)), et en déduire que (H,,), est
indépendant des G(k,q). Calculer avec la méme technique la moyenne de la partie quadratique
de I'énergie “vraie”, (Ho)y-

. Pour calculer (V),, on notera que la distribution de tous les ¢(k,q) avec le poids e #7v/Z,
est gaussienne (puisque H, est quadratique). La distribution de chaque h; ; est donc elle aussi
gaussienne:

1 h;
Py(hij) = ——=exp | — , (22)
05

2
2mo?, 207
2 _ /12
avec s = (hi ;).

e Calculer <h?7j>v en fonction des G(k,q) (on notera que les ¢(k,q) sont des variables inde-
pendantes avec le poids e™#"v /Z,).

e En utilisant le résultat de l'intégrale gaussienne, montrer que 1’on a:

21202,
(V(hig)h = =Voexp(=—5)- (23)

. On cherche une solution du probleme variationnel sous la forme:

1 _ 1 9
Glk,q) 4™

1
+ 5K(2 —cosk — cosq) (24)

ot p2 est 1'unique parametre libre, que I'on supposera trés petit dans la suite. En utilisant les
questions 3.4 et 3.5, expliquer pourquoi on peut supposer que pour L > &,/a > 1, afj est, pour
la majorité des sites, indépendant de 7,5 et vaut £2(y,). Montrer alors que :

2m2¢? kT ’K
W)y ~ —L*Vyexp(— = 2~ B (T

L>1 A2 ) T AnK i w2 ) (25)



7. Rassembler les différents termes de F,,+(H—™H,), qui dépendent de 12 et montrer que la quantité

10.

a minimiser s’écrit, a la limite continue et en approximant, comme ci-dessus, 2 — cos k — cos ¢
par Q?/2 avec un domaine d’intégration sur k = Q cos,q = Qsinf en “quart de cercle”:

R e (26

w3+ KQ?

o [ qaq (i + K@+

. Dériver I'expression précédente par rapport & u2 pour finalement établir 'équation implicite

suivante :

2 2 \1T/Tr

2+ Kt KA\ 2K
avec kpTr = 2K )2 /.

Quelle solution évidente (en p2) cette équation admet-elle ? A quoi correspond cette solution
physiquement 7

. On supposera que le potentiel d’accrochage est faible, c’est & dire que 4V = eK\? avec € < 1.

En posant y = p2/K7?, montrer que I'on peut réécrire I'équation ci-dessus comme:
1-T/T
y / R

Tracer le membre de gauche en fonction de y pour T' > T et pour T' < T et trouver les autres
solutions de I’équation. La solution y > 1 vous semble-t-elle physique ? Pourquoi 7 Quelles
sont donc les solutions pertinentes pour 7' > Tg et pour T' < TR 7

Montrer que lorsque 'on s’approche de Tk par valeurs inférieures, ’épaisseur ¢ d’une surface
infinie (L — oo) diverge comme (T — T)~!. Comment diverge la longueur de corrélation & ?
Quelle est la symétrie qui est brisée dans la phase de basse température 7

Note: Un calcul plus savant conduit & un résultat un peu différent: £ ~ exp(A//Tr —T), ou A
est une constante. En revanche, la relation Tr = (2/7)KA? donnée par notre approximation est
exacte.



* % %

Chaleur spécifique électronique

X 3k 3k

corrigé

1 - L’énergie totale E(T') et le nombre de particules N fixé, s’écrivent

E(T) = /ED(E)f(G)dG , N = /D(e)f(e)de

2 - La dérivée du facteur de Fermi % par rapport a la température est une fonction impaire de

Pénergie, dont la largeur typique est d’ordre kT (Figure).

Tof/oT

0.2}

0.1;
o SRR : —u)/KT
_10 > , 5 10 &M

-0.1}

0R|

Figure 1:

3 - On note e = 0, de sorte que f(e) = et on veut montrer que i = 0 a toute température.

1
P =]
Le potentiel chimique est fixé par la condition N = ff“gc D(e)f(e)de. Ce nombre N ne dépend pas de
la température, par conséquent, en écrivant I'intégrale a température nulle et a température finie, on

a

0 €c
N = D(e)de = D(e)f(e)de

—€c —€c

Par un changement de variable ¢ — —e dans la deuxieéme intégrale, on obtient

/0 D(e d6+/ D(e
/ D(=€)f(~e)de
= [

D(e + f(=€)]de



Pour la derniere ligne, on a utilisé la symétrie D(e) = D(—e¢). En comparant la derniere expression
avec l'intégrale a température nulle, on obtient la condition

fle)+ f(—e) =1
ce qui n’est possible que si u = 0. En effet,

-8
F() + f(—o) 2+ 2e PHcoshe

_ —28p _ _
- = =1=u=0 .
14 e=26k 4 2¢=Prcosh e © H

4 - La chaleur spécifique C(T') est donnée par C(T') = ‘;—g. En utilisant ’expression trouvée plus
haut de %, on obtient immédiatement I’expression demandée

1  e2D(e)
) = s | e |
4kT= J_, cosh? %

Si kT < €. , I'intégrande est négligeable quand on a atteint les bornes de l'intégrale. On peut donc
remplacer les bornes par +oo.

5 - a) Si la densité d’états est constante,

D, o0 2 0 2 2
C(T) = 02 / € de = Dy kQT/ xizdx — T Do k2T .
kT — 00 4 COSh2 % —00 4 COSh % 3

5 - b) Si la densité d’états varie linéairement,

C(T) = /OO P e — arir? /Oo B 9¢(3) a k3T .
kT? |_ o 4 cosh? % — oo 4 cosh? %

5 - ¢) Si la densité détats présente un gap

24 [ €2
C(T):k:T2 2&\/‘6‘—Ad6.
2

A  4cosh

Comme € > A et BA > 1, on a Be > 1, et donc 4 cosh? % ~ eP¢. De plus, dans l'intégrale, on
peut remplacer €2 par A%. On obtient:

2A4A% [* ——— 4

A

O(T) = AkA? YT ~ANT
VkT

La chaleur spécifique mesure la variation d’énergie quand on augmente la température. L’énergie
apporté a chaque électron est de ’ordre de k7', mais le nombre d’électrons thermiquement excités est
donné typiquement par le nombre d’états dans une tranche de largeur k7', la largeur de la distribution
de Fermi. Ce nombre d’états est la densité d’états intégrée dans une largeur k7. Ainsi dans un métal
ou la densité d’états est constante autour du niveau de Fermi (ou ne présente pas d’accident sur une
tranche de largeur kT'), ce nombre est proportionnel & T. Par conséquent E(T) o T? et C(T) o< T.
C’est une caractéristique d’un métal.

Dans le graphéne, la densité d’états autour du niveau de Fermi est faible et elle varie linéairement
avec I’énergie. Le nombre d’états dans une tranche de largeur k7" est donc proportionnel & T2. par
conséquent E(T) o< T3 et C(T) o< T?.

Dans un semiconducteur, le méme argument conduirait a C'(7T") = 0, puisque le nombre d’états
dans une tranche de largeur k7T est nul tant que kT < A. 1l existe une probabilité exponentielle

de pourvoir exciter des électrons de part et d’autre du gap, d’oli le comportement exponentiellement
activé.



* % %

Surfaces fluctuantes et transition rugueuse

X %k sk
corrigé
1 Le cas d’un oscillateur unique
1. Pour L = 2, 'équation (5) donne
Ho =2Khi . (1)
En traitant les positions comme des variables classiques, on obtient
Foo 2 T
20)= [ e, = o (2)
oo 26K

2. L’énergie est paire en hq 1, donc la valeur moyenne de hy 1 est nulle par symétrie.
3. D’apres le théoreme d’équipartition de I’énergie, la valeur moyenne de Hy est %kBT. On en
déduit T
K2y =B 3
(1) = -2 3)

2  Surfaces libres

1. 1y a (L — 1)? degrés de liberté quadratiques indépendants. L’énergie interne vaut donc

2
v(r) = LT Q

L’énergie étant paire en ¢(k, q), on a (¢(k,q)) = 0 par symétrie.
2. Le théoreme d’équipartition donne

22 ) = 2T )
d’ou kT
(¢*(k,q)) = - (6)

~ L2K(2 —cosk —cosq)’

3. Les variables ¢(k, q) sont indépendantes, d’ou

(o(k, )oK, q")) = (o(k, q))(o(K',q')) = 0. (7)

4. On éleve au carré 1'équation (7) de I’énoncé. La double somme devient ainsi une quadruple
somme:

hi;= Y sin(ki)sin(ki)sin(qj) sin(q'j)é(k, q) (k' ). (8)
k.k',q,q"

En sommant successivement sur ¢, 7, k', ¢/, on en déduit
2 L2 o L2 2
= D Skwdegd(k QoK) = D 6 (k.q). (9)
i,J k.k'\q,q k.q

En reportant le résultat de la question précédente dans la définition de £, on en déduit le résultat
demandé.



5. On passe en coordonnées polaires : dkdg = QdQdf. Le domaine d’intégration est un carré de
coté m, mais la contribution dominante venant des petites valeurs de (), on ’approche par un quart
de cercle Q < 7. L’angle 6 varie alors de 0 & 7/2. Par ailleurs, pour Q < 1, 2 — cosk — cosq ~ Q?/2.
La contribution dominante & 'intégrale se récrit

2Nk:er/ / QQ _ kT [* 2dQ _ kpT 10)
K /L Q2/2 arK L @ 2r K

3  Surfaces confinées

1. Il y avait une coquille dans I’énoncé : le membre de gauche de 1’équation (14) devait étre lu H
et non Ho. Par définition, H = V + Hy. On reconnait dans le deuxieme terme de I’équation (14) le
résultat trouvé pour Hg, équation (9) de I’énoncé. Calculons maintenant le potentiel V:

w 2 L’ M 2
V=) Vlhig) =" hij= " Z¢ k,q), (11)
(2]

1,J k,q

ol nous avons utilisé I'équation (9) obtenue & la question 2.4 ci-dessus. On retrouve bien le premier
terme de ’équation (14) de I’énoncé.

2. Le hamiltonien de la question précédente est a nouveau une somme de termes quadratiques
indépendants pour les ¢(k,q). On peut donc lui appliquer le théoreme d’équipartition de 1’énergie :
la moyenne de chaque terme est kgT'/2, ce qui donne

kpT 1

(¢°(k,0) = 515 T TR = cosh—cosq)’ (12)

On retrouve bien ’équation (6) ci-dessus lorsque p = 0.
Calculons maintenant ¢, défini par I’équation (10) de I’énoncé. D’apres le calcul fait a la question
précédente,

L2
=7 2 (k). (13)
1,5 k,q
On en déduit

¢ = L2Z i)
= qub?k:q

kT
ﬁz pu? +2K(2 —cosk —cosq)’
k.q

On retrouve bien ’équation (11) de I’énoncé lorsque p = 0.
3. L’approximation continue donne

k‘BT 1
= dkd 1
/ / qu +2K(2 —cosk —cosq)’ (15)

Cette fois, le dénominateur ne s’annule jamais puisque p? + 2K(2 — cosk — cosq) > pu? > 0. En
revanche, la divergence existe toujours pour p — 0.

4. On passe en coordonnées polaires : dkdqg = QdQdf. Le domaine d’intégration est un carré de
cOté 7, mais la contribution dominante venant des petites valeurs de ), on I'approche par un quart




de cercle @Q < 7. En intégrant sur 6 de 0 & 7/2 et en faisant 'approximation donnée dans 1’énoncé, il

ksT [T QdQ
0~ 1
o /O Rt (16)

qui s’integre en prenant la variable z = Q? pour donner le résultat cherché.

5. Les valeurs de Q2 qui contribuent & l'intégrale sont de I'ordre de p?/K, correspondant & des
modes de Fourier dont la longueur d’onde est d’ordre & = av/Kp pour un réseau de maille a. On
peut donc interpréter & comme 1’échelle de longueur sur laquelle varie la hauteur de la surface, soit
encore une longueur de corrélation. Lorsque {/a = L, la longueur de corrélation est égale a la taille
du réseau, ce qui est la taille maximale possible.

6. Dans la limite 1 < /a < L, la hauteur de la surface est approximativement homogene dans
une zone de taille £. On voit donc des aspérités sur la surface, dont la largeur caractéristique est £ et
la hauteur caractéristique £. Loin des bords, on ne voit plus I'effet des conditions aux limites, et tous
les points sont équivalents.

vient

4  Potentiel d’accrochage périodique

1. Avec le hamiltonien H,, les variables ¢(k,q) sont indépendantes donc leurs contributions a la
fonction de partition se factorisent. La contribution d’un mode est

+o0 2 1/2
Zo(k, q) :/ e—ﬁL2¢2/2G(k,q)d¢ = <7T(;(L]Z7Q)> ) (17)

On en déduit immédiatement le résultat cherché.
2. La définition de la valeur moyenne d’une observable O donne

> Qe PHo

microetats
v = 1
() 5 (18)

En appliquant cette définition avec @ = e #H=Hv) on obtient

. S e AHHY) = BHy . S e AU 2
<e—ﬁ(H—Hv)>v __ microetats __ microetats (19>

Z, Z, 2
3. En utilisant le résultat de la question précédente et la propriété de convexité, on obtient
Z > Zye B Mo, (20)

D’autre part, ' = —InZ/8, F,, = —In Z,,/3, d’ou le résultat en prenant le In de I'inégalité précédente.
4. Le théoreme d’équipartition donne

kTG (k,q
(63, q)), = BTG, (21)
L
Le théoreme d’équipartition donne aussi directement
L —1)%kpT
(Hodo = (o) = LY (22)

5. On utilise I"équation (8) ci-dessus. En prenant la valeur moyenne, puisque les ¢(k, q) sont des
variables indépendantes, tous les termes avec k # k' ou q # ¢/ s’annulent, et

(hijhe = D sin®(ki)sin*(aj)(¢*(k, @))u

k,q
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Figure 1: Membre de gauche de I’équation (28) pour deux valeurs de 7.

D’autre part, on a

En utilisant l'intégrale gaussienne donnée dans ’énoncé avec b = 2im/\ et r = 1/20
immédiatement le résultat cherché.

0.2

(V(hij))v

0.4 0.6
y

T
= % Z sin?(ki) sin?(qj)G(k, q).
k.q

—+o00
V(hij)Py(hiz)dhi

—00

|7 +o0 h2
_02/ cos(2mh /) exp <—20i2j> dh

2nos, J—o0

/[/7.]
oo 2ith  h?
/_Oo exp ()\ ~ 5,7, ) dh] .

/[:7‘7

v
0 Re
2

27T0'i7j

0.8 1

17]7

(24)

2 on obtient

6. En admettant que o; ; est indépendant de i, j, il se confond avec sa valeur moyenne 22, qui est
donnée par le résultat de la question 3.4. L’équation (6) de I’énoncé définit V comme une somme de
(L —1)? termes identiques, donnés par I’équation (23). On en déduit le résultat cherché, en confondant

L — 1~ L dans la limite L > 1.

7. D’une part, H = Ho + V. D’autre part, (Ho), = (Ho)» d’apres la question 4.4. Donc

(H —Ho)o = V).

(25)



9. I’équation (27) de I’énoncé se récrit

— e T/Tr
=€ , 26
y+1_ Y (26)
d’ott on déduit immédiatement 1’équation (28) de 1’énoncé. Pour T > Tg, 'équation a une seule
solution pour y > 1. POur T < Tg, ’équation a deux solutions, une pour y > 1 et une pour y < 1.
La solution y > 1 n’est pas physique car...
Donc il n’y a pas de solution pertinente pour T' > Txr. Pour T' < TR, la seule solution pertinente

est
Y~ Ir/(TR=T) (27)

10. L’équation (25) de ’énoncé donne

kpT 1
2 B -
0F =~ . In (y) (28)
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CONTROLE CLASSANT DE PHYSIQUE STATISTIQUE PHY433
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IMPORTANT : L’exercice et le probleme sont indépendants. Veuillez rédiger ’exercice sur copie
jaune et le probléme sur copie rose.

Un formulaire est proposé a la fin de ce texte.

X 3k 3k

Exercice (6 points) : Fluctuations de densité dans les gaz

X ok X

On considere un systeme a I’équilibre grand canonique, c’est-a-dire pouvant échanger de 1’énergie
et des particules avec un réservoir, supposé beaucoup plus grand que le systéeme. Le volume V' de ce
systeme est fixé dans tout l'exercice. On note § = 1/kT et a = u/kT, ou T, pu sont respectivement la
température et le potentiel chimique du réservoir.

1 - Supposant connue la fonction de partition grand canonique Z,4(f, ), calculer la variance du
nombre de particules dans le systeme, AN? = (N?) — (N)2.

2 - Montrer que
9(N)

AN? = 22 1| |
da P

(1)
Quelle relation du méme type relie la variance de I’énergie a une dérivée de la valeur moyenne de
Iénergie ?

3 - On varie a de da, § étant fixé. Etablir une relation entre la variation de pression dP et da
faisant intervenir la densité volumique de particules p = (N)/V. On utilisera ’expression de In Z; en
fonction de la pression.

4 - On définit la compressibilité isotherme par
Kp = — ——| . (2)

Montrer que
AN? = kpkTp(N). (3)

Commenter physiquement cette derniere formule.

5 - On considere a présent le cas particulier d’'un gaz parfait de particules indiscernables. On
suppose connue la fonction de partition canonique pour une particule, Z.(3,1). Rappeler comment
s’exprime la fonction de partition canonique pour N particules, Z.(3, N).

6 - En déduire 'expression de la fonction de partition grand canonique Z,(f3, «) en fonction de
Z(8,1) et de .

7 - Calculer (N). Retrouver la loi des gaz parfaits.



8 - Comment se simplifie ’expression de la compressibilité isotherme xp ?
9 - En déduire AN?/(N).

10 - On cherche a retrouver le résultat de la question 9 par un calcul plus direct. Le nombre total
de molécules contenues dans le systeme et le réservoir est égal & Ny > (N). Une molécule donnée
i(=1,2,...Ny) est dans le systeme avec une probabilité z < 1, et dans le réservoir avec la probabilité
1 —z. On note y; la fonction indicatrice de présence de la molécule ¢ dans le systeme (c’est a dire:
y; = 1 si i est dans le systeme, et y; = 0 sinon), dont la distribution 7(y;) est donc donnée par:

m(y) = xdy1 + (1 — )0y 0. (4)

Comment ’hypothese du gaz parfait se traduit-elle en termes de la distribution jointe II(y1,v2, ..., yn,)
de toutes les variables y; ? Que valent en particulier les valeurs moyennes (y;), (v?) et (y;y;) (i # j) ?

11 - En écrivant que N = vazol yi, en déduire les valeurs de (N) et AN2. Conclure.

X ok X

Probléme (14 points) : Ecrantage électrostatique et susceptibilité magnétique

X X X

On considere dans ce probleme un gaz d’électrons non relativistes de masse m et de charge —e,
se déplacant librement sur un fond fixe et uniforme de charges positives qui assurent la neutralité
électrique globale. Cette modélisation peut par exemple décrire un plasma, ou, en faisant abstraction
du réseau cristallin, les électrons de conduction d’un métal. Lorsqu’on ajoute a ce systéme une charge
supplémentaire, dite “extérieure” (par exemple une impureté), les charges mobiles se déplacent de
maniere a “écranter” la charge supplémentaire. Ainsi le potentiel autour d’une charge ponctuelle ne
varie plus en 1/r mais décroit exponentiellement avec la distance r. La longueur caractéristique de
décroissance, appelée longueur d’écran, dépend de la densité de particules et n’est pas la méme selon
que ces particules forment un gaz dégénéré ou classique. Le but de ce probléeme est de décrire cet
écrantage. On néglige les interactions entre les électrons, qu’on modélise donc comme un gaz parfait
quantique.

1 - Rappeler comment sont répartis les états quantiques d’une particule libre dans ’espace des
vecteurs d’onde k pour une boite cubique de coté L et des conditions aux limites périodiques.

2 - Calculer le nombre Nc(¢) d’états d’énergie cinétique inférieure & une valeur donnée ¢, en trois
dimensions, pour des électrons. En déduire 'expression de la densité d’états D(e).

3 - Rappeler l'expression, dans I’ensemble grand canonique, du nombre moyen d’électrons, qu’on
notera N, en fonction du potentiel chimique p et de la température T. On notera f(e) le facteur de
Fermi.

4 - Que devient cette expression & température nulle 7 Exprimer la densité volumique d’électrons
no en fonction du vecteur d’onde de Fermi kg, puis de I’énergie de Fermi ep. Ecrire 'expression de la
température T en fonction de la densité.

On revient au cas d’'une température T quelconque. On suppose maintenant que chaque électron a,
en plus de son énergie cinétique, une énergie potentielle v, qu’on suppose pour l'instant constante et
uniforme.



5 - Comment est modifiée I'expression du nombre moyen d’électrons en présence de 1’énergie
potentielle v 7

6 - Montrer qu’au premier ordre en v, la modification de la densité volumique de particules s’écrit

B I T of
om=-Xv avec X = L3/0 D(e)ade. (5)

7 - Comment se simplifie expression de X si le gaz de particules est dégénéré (T < Tr)?

8 - Dans la limite classique, ou le facteur de Fermi se réduit a un facteur de Boltzmann, exprimer
X en fonction de ng et 1.

9 - Rappeler 'expression de v pour des électrons dans un potentiel électrostatique uniforme ¢.

On introduit dans le systeme une densité de charge fixe pext (7). On note ¢(7) le potentiel électrostatique,
et v(7) 'énergie potentielle associée.

10. On admet que la modification de la densité électronique on(7) induite par le potentiel v(7) est
donnée par dn(7) = —Xv(7), ce qui revient & admettre que le résultat de la question 6 reste valable si
Pénergie potentielle n’est pas uniforme. Montrer que ¢(7) obéit & 1’équation

62 t\T
8o - S = -0 ©)

€0

On considére maintenant le cas particulier, pour pext(7), d'une charge ponctuelle @ placée a l'origine
du systeme de coordonnées. On rappelle I'expression du laplacien d’une fonction possédant la symétrie

sphérique: A¢(r) = %d%l?(rgﬁ(r)).

11 - Montrer que le potentiel écranté est de la forme :

o) = e g

4megr
oll A\g est une longueur caractéristique, appelée longueur d’écran, dont on donnera ’expression.

12 - Si le gaz d’électrons est dégénéré (T' = 0 K), donner I'expression de Ao en fonction de la
densité d’états au niveau de Fermi. Il est usuel d’exprimer la longueur d’écran en fonction du rayon
de Bohr a¢ = % = 0,53 A. En exprimant la densité d’états en fonction de kp, montrer que la
longueur d’écran Ay s’écrit sous la forme :

™ ap
A =—— 8
=T ®
ou ag est le rayon de Bohr. Estimer la longueur d’écran dans un métal comme le cuivre, pour lequel
la densité électronique est ng = 8,5 x 102 m™3 et la masse effective m des électrons est proche de
celle des électrons libres m >~ 1,3 me,.

13 - On considere maintenant la limite classique pour le gaz d’électrons. Montrer que la longueur

d’écran est alors donnée par

EQkT
A2 =2 9
2 1o 9)

14 - Dans un semiconducteur, la densité électronique est beaucoup plus faible que dans un métal
(typiquement 102! m~3 pour un semi-conducteur dopé), et le gaz d’électrons est classique. Montrer
que le rapport des longueurs d’écran est typiquement donné par



M(SC) | T no(métal)

)\o(métal) T\ Tr no(SC) (10)

Estimer numériquement ce rapport a température ambiante. La température de Fermi du cuivre est
Tr ~ 82000 K.

Les questions suivantes ne concernent pas l’écrantage, mais la réponse d’un gaz de fermions por-
tant un moment magnétique a un champ magnétique extérieur.

15 - On revient maintenant au cas d’une énergie potentielle v uniforme, mais qui affecte diffé-
remment les spins T et les spins |. C’est le cas en présence d’'un champ magnétique B ou I’énergie poten-
tielle est v = oup B, ou up est le moment magnétique de I’électron et ¢ = +1 suivant 1’état de spin. En
s’inspirant de la relation (5), calculer la densité volumique d’aimantation m(T") = pg(dn (1) —dény(T))
et la susceptibilité magnétique x(7") = m(T')/B. Retrouver I'expression de la susceptibilité de Curie
dans la limite classique (7' > TF). Dans la limite quantique (7' < TF), montrer que la susceptibilité
est indépendante de la température, ’écrire en fonction de la densité d’états au niveau de Fermi, puis
la mettre sous la forme

— § & (11)
X M0% Ty

Comment la susceptibilité varie-t-elle en température, dans un métal ? dans un semiconducteur ?

16 - La modélisation de la question 15 peut étre transposée a un systéme tres différent du gaz
d’électrons : I'hélium 3 (*He) & treés basse température, qui est liquide. En effet, ce liquide est assez
bien décrit comme un gaz parfait, a condition toutefois de remplacer la masse réelle Msp, des atomes
par une masse “effective” M* plus grande qui vaut M* ~ 2, 8 Msp,. Expliquer pourquoi ’atome 3He
est un fermion. La distance moyenne entre atomes est a ~ 4 A. Calculer la température de Fermi de
I’hélium 3 liquide.

17 - L’atome d’hélium 3 possede un moment magnétique porté par le noyau de I’atome. La figure
présente 1’évolution en température du produit T'x(7T") en fonction de la température, ou x(7') est la
susceptibilité de *He liquide. Commenter cette variation et ses comportements limites.

Tx(T)[
1.0 ........ - -
0.0 r/ L k k . T(K)

Figure 1: Evolution en température du produit Tx(T) ou x(T) est la susceptibilité magnétique de > He liquide.



Quelques points de repeére

Microcanonique FE et N fixés
1 OlnW
pm(E) = o W (E, N) S(B,N) = kinW 5=
Canonique B =1/kT et N fixés
e P olnZ
— e _BE = — = — ¢
pm(E) = — ZeN) = e F(,N) = —kTn Z, (B) = -5
F(B,N)=(E) =TS
Grand-canonique B =1/kT et « = p/kT fixés
e PE+aN _8E+aN olnZ,
pm(EaN):Tg Zg(ﬁva):;;e AE+ A(ﬁaa):_lenZQ <E>__ 86
OlnZ
(N)=—_ :

A(B,a) = =PV
A(B, ) = (E) = T'S — p(N)

Nombre d’états d’énergie inférieure a une énergie € donnée (en d dimensions) :

No(e)=V

Volume de 'espace des k tel que e <€

(2m)¢

Densité d’états D(e) : D(e)de est le nombre d’états dans une tranche d’énergie [e, e + de].

Facteurs de Fermi et de Bose

[/ <

_ 1
6/8(51@*”) —1

PV =-A=7kgT» In(1F fr)
k




Données numériques

Constante de Planck h =2rh=6,63 x 10734 J.s
Charge élémentaire e=1,6x10"YC

Masse de 1’électron me =9,1x 1073 kg
Constante de Boltzmann k=kp=1,38x10"23J K !
Nombre d’Avogadro Ny =6 x 10%

Conversion température-énergie  1/40 eV ~ kp x 300 K
Perméabilité magnétique du vide po = 47 x 1077 kg.m.A~2.s72
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Exercice : Fluctuations de densité dans les gaz

K K %
b dln Z
n
(N) = !
Oa 5
o 1 92,
<N>_Zg 0a? P
9.

Z// Z/ 2
AN? = 2 _ <9>
Zg Zg

ou le “prime” dénote la dérivée par rapport a «. Par ailleurs,

2
(In 2,)" = <Z~3>/ _ 3 (Z§>
I Zg Zg Zg

ce qui démontre ’égalité. De maniere similaire on a:

0ln Z,
E)=—
®) =~ 55°|
et o(E)
AE? = - 21
oB |,
0 KT Oln Z,
PV =kTlhZ, — dP =~ 29| da,
VO« 3
ou encore LTIN
dP = é, >da.
4
1 ONY| 1 &Iz, 1 0’z da
(N) 0P |5 (N) 9adP |; (N) da% |50P
En utilisant la question précédente qui donne dar/JP, on trouve:
4 2 1 2

= e = e



d’ou la formule du texte, qui indique que plus un systeéme est compressible, plus les fluctuations du

nombre de particules qu’il contient sont importantes.

5 -
1
Z(B,N) = ch(fB, 1)N

6 h [e.e] oo

Zy(B.0) = 3 26, N)e™ = 37 0 2u(8,1)VeN = exp (6, 1)e]

N=0 N=0"""
" dln Z
n o
) = 52| =2

Or:
PV

D’ou la loi des gaz parfaits.

8 -

9 -
AN? = kpkTp(N) = % = (N)

10 - Dans un gaz parfait, les molécules n’interagissent pas, donc les variables y; sont indépendantes:
No
H(yla Y2, ... 7yNo) == H ﬂ-(yz)
i=1

On trouve donc:
iy =2 (i) =z (yy) =2° (i #7)

11 -
No
(N) = Noz; (N?) = > (yiy;) = Noz + No(Np — 1)a”
i,j=1
Donc:

AN? = Ny(z — 2%) = (N) (x<1)

X X X

Ecrantage électrostatique et susceptibilité magnétique
* ok ok

1 - Avec des conditions aux limites périodiques, k; = 2n;w/L avec n; € Z.



2 - En intégrant sur la boule de rayon k, on obtient

L* 4 3L3 I3 [2me\*?
N (6) = 2 T 5 k <me>

(2m)3 3" 3x2 T 3r2 K2

En dérivant D(e) = aN%ﬁ, on obtient la densité d’états :
L3 [(2m\%?
D(E) = ﬁ <h2) 61/2 . (2)
3 - Le nombre moyen de particules est

No = /0 T HOD()de  avec f(e):ﬁ. (3)

4-A température nulle,

KLLP LB (2mep)3/2 n

€
No = /0 D(e)de = Nc(ep) = 32~ 3.2 =

En inversant cette relation, on obtient la température de Fermi en fonction de la densité ng = Ny/ L3

R 93
k:BTF:(37T2)2/3—nO . (5)

2m

5 - En présence d’une énergie potentielle v, ’énergie totale vaut e4v ol € désigne I’énergie cinétique.
La densité d’états ne dépend que de I’énergie cinétique qu’on choisit comme variable d’intégration. Le
facteur de Fermi, lui, fait intervenir I’énergie totale :

N = / Fle +v)D(e)de. (6)
0
6 - En développant au premier ordre en v, on obtient
N—-Ny=vw gD(e)de. (7)
0 86

En divisant par le volume L3, on obtient donc I’expression demandée.

7 - Pour un gaz de fermions fortement dégénéré, c’est-a-dire dans la limite de température nulle,
Of /0e n’est non nul qu’au voisinage de u, donc on peut remplacer D(e) par D(u) dans lintégrale:

D(p) [*0f D(u)
1.3 0 Ede_ 13’ (8)

X =-

ou 'on a utilisé, pour la derniere égalité, le fait que f varie de 1 a 0. On peut par ailleurs remarquer
que i >~ €p.

8 - Dans la limite classique, f(e) ~ e##=9) et donc 0f /e = —3f = —f/(kpT). On en déduit

1 & Ny o
X= D(e)de = —20__ 10
L3kBT/0 Fle)D(e)de kgTL3  kpT '’ 9)

ou 'on a introduit le nombre moyen de particules Ny calculé a la question 3, puis la densité volumique
no.



9 - L’énergie potentielle pour une particule de charge —e est v = —eg.

10 - La densité de charge et la somme de la densité extérieure et de la densité de charge induite,
créée par la modification de densité d’électrons:

p(7) = pext(F) — edn(7) = pexs(F) + eX0(F) = pexs(7) — € X o(7). (10)

L’équation de Poisson A¢(7) = —p(7) /e donne ensuite le résultat demandé.

11 - Si 'impureté est ponctuelle en r = 0, alors pey () = 0 pour r # 0. En utilisant la symétrie
sphérique, I’équation de Poisson en r # 0 s’écrit donc

L

e2X

En injectant dans cette équation la solution proposée, on obtient
€0
o= s 12
07 e2X (12)

Vérifions maintenant les conditions aux limites: D’autre part, plus on se rapproche de I'impureté,
plus on doit se rapprocher du potentiel coulombien dans le vide qui est Q/(4mepr). Enfin, a l'infini, le
potentiel doit tendre vers 0, ce qui est également vérifié par la solution proposée. La solution proposée
vérifie donc ’équation de Poisson et les conditions aux limites, ¢’est la solution.

12 - En utilisant le résultat de la question 7,

A2 £0

i=2pi (13)

Il y a plusieurs facons de récrire la densité d’états. Ici, on souhaite faire apparaitre le vecteur d’onde
de Fermi. D’apres (1),

1 ok® k2 Ok k2 m mkp
D =" | =22 =_E = 14
(er) 312 Qe r 22 Oe r 2m2 h2kr  mw2h? (14)
La longueur d’écran s’écrit :
272
EQT h T ap
= =——. 15
0 ekaF 4 kF ( )
On a considéré ici que m = mg. Si, m # mg, on a \% = %Z—g%. Le vecteur d’onde de Fermi est

relié & la densité ng par kp = (37T2n0)1/3. Pour le cuivre, on trouve kp = 1,36A_1 et Ao = 0,55A.
Dans un métal, le potentiel coulombien n’est donc pas a longue portée, il est fortement écranté par le
gaz d’électrons.

13 - Pour des particules classiques, on a vu dans la question (8) que X = ng/kpT, d’ou la longueur
d’écran classique, dite de Debye-Hiickel :

Ao (16)

e ng

14 - Pour comparer les cas d’'un métal (dégénéré) et d’un semiconducteur, on peut récrire la
longueur d’écran du métal sous la forme

€0 kpTr

A2~ (17)

e2 ng



car la densité d’états peut se récrire en fonction de U'inverse de la température de Fermi : D(ep) =
(3/2)No/(kpTr). On a donc

M(SC) [ T no(métal) |/ 300 10% 600 (18)
Ao(métal) — \/ Tr no(SC)  V 82000105 — '
L’écrantage est beaucoup moins bon dans un semiconducteur que dans un métal, la densité
électronique étant bien plus faible.

15 - Comme v, = oupB, on a on, = —(0/2)XupB (le facteur 1/2 vient du fait que la densité
d’états par direction de spin est la moitié de la densité d’états totale). Par conséquent, ’aimantation
varie comme

m(T) = pp(6n, — dny) = X (1)B (19)
La susceptibilité magnétique est donc donnée par x(T) = u%X.
Dans la limite haute température (X = ng/kpT), on retrouve la susceptibilité de Curie :
1B
T)=ng—— . 20
X(T) = no D (20)
Dans la limite dégénérée (X = D(ep)/L?), la susceptibilité devient indépendante de la température.

Comme D(er) = (3/2)No/er, on obtient la susceptibilité

3 up
x(T) = 570 g (21)

appelée susceptibilité de Pauli.

16 - Les atomes *He sont constitués d’un nombre impair de fermions, 2 protons, 2 électrons et
1 neutron. Ce sont donc des fermions. La température de Fermi de He liquide est donnée par la
relation
hQ

kpTp = (3772)2/3W '

(22)
Avec les données numériques, on obtient Tr ~ 1,75 K.

17 - 1l est possible, en faisant varier la température autour de cette température caractéristique de
mettre en évidence le caractere classique de *He liquide & haute température et son caractére quantique
(dégénéré) a basse température. C’est ce que montre la figure.

On voit en effet un changement continu de comportement entre les régimes basse et haute
température. A basse température Tx(T) varie lindairement en T. x(T') est donc indépendant de
la température (loi de Pauli). A haute température, Tx(T) devient constant. y(7T") varie donc en 1/T,
selon la loi de Curie.
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Durée : 3 heures

IMPORTANT : L’exercice et le probleme sont indépendants. Veuillez rédiger le probléme sur copie

rose et l’exercice sur copie jaune.

Un formulaire est proposé a la fin de ce texte.

* ok x
Probléme (12 points) : Dualité Onde - Corpuscule

X sk ok

L’explication de l'effet photoélectrique par A. Einstein en 1905 mettait fin au dogme alors uni-
versellement accepté du caractére ondulatoire de la lumiere établi par A.P. Young, A. Fresnel, J.C.
Maxwell. Ce dogme était déja ébranlé par I'explication par M. Planck du rayonnement du corps noir,
grace a la quantification des échanges d’énergie. Einstein allait plus loin en affirmant que la lumiere
elle-méme se propage sous forme de quanta d’énergie h qu’on appellera plus tard les photons. Cette
idée mit beaucoup de temps a étre acceptée et en 1909, Einstein propose la dualité onde-corpuscule
par 'analyse du rayonnement du corps noir. Il montre que les fluctuations du rayonnement du corps
noir peuvent étre scindées en deux contributions dont 'une montre le caractere ondulatoire du rayon-
nement et 'autre est la signature du caractere corpusculaire. C’est ce raisonnement qui est analysé

dans ce probleme.

1. On considére un gaz de photons a 1’équilibre thermodynamique dans une enceinte de volume V'
a la température T'. Ce gaz peut étre décrit comme une superposition de modes propagatifs du
champ électromagnétique, de vecteur d’onde k et de fréquence vz. Quelle est la relation entre
fréquence v} et vecteur d’onde k? (On ne confondra pas fréquence v et pulsation w = 27v).

Quelle est la dégénérescence g associée a un vecteur d’onde k donné 7 Quelle est son origine ?

2. En vous aidant au besoin du formulaire, rappeler I’expression de la fonction de partition grand-
canonique Z, pour ce gaz de photons. On exprimera In Z, comme une somme discrete sur tous

les modes de propagation k de fréquence v;. Rappeler pourquoi le potentiel chimique est nul.

3. Rappeler comment on obtient ’énergie interne (E(T")) du gaz de photons a partir de la fonction

de partition.

4. Exprimer I'énergie interne par unité de volume (E(7))/V comme une intégrale sur les fréquences,
en faisant apparaitre la densité de modes D(v)/V par unité de fréquence et de volume, et I’énergie

moyenne (F,(T)) d'un gaz de photons de fréquence donnée v.



10.

. Calculer la densité D(v)/V de modes de fréquence v. Retrouver I'expression de la loi de Planck

pour la densité d’énergie moyenne a la fréquence v, u(v,T) = D‘(/”) (B, (T)).

Ecrire les expressions de la loi de Wien et de la loi de Rayleigh, limites de la loi de Planck
dans les régimes respectifs de haute fréquence et de basse fréquence, que ’on définira. Rappeler

comment on obtient la loi de Rayleigh avec le théoreme d’équipartition de I’énergie.

Rappeler le spectre d’énergie d’un oscillateur harmonique de fréquence v. Calculer la fonction
de partition canonique Z. d’un tel oscillateur. En déduire son énergie moyenne que l’on écrira
sous la forme (E,(T)) + 2.

. On associe chaque mode de propagation k du champ électromagnétique a un oscillateur de

fréquence v;. Donner I'expression de I’énergie moyenne par unité de volume de cet ensemble
d’oscillateurs. En mettant de c6té 1’énergie de point zéro qu’on ne considérera pas dans toute
la suite du probléme, montrer que l’expression est identique a celle obtenue a la question (3).

Commenter.

.\ partir de la fonction de partition Z,, calculer la fluctuation d’énergie AE,, définie par (AE,)? =

(E%) — (E,)? associée & un mode de fréquence v. Montrer qu’on peut I’écrire sous la forme :

(AE,)? = w(E,) + (E,)* . (1)

Montrer que le premier terme est prépondérant a haute fréquence (Wien) alors que le second

terme domine a basse fréquence (Rayleigh).

On va montrer que le premier terme est la signature du caractére corpusculaire de la lumiére alors que

le second est caractéristique de sa nature ondulatoire.

Nature corpusculaire

11.

12.

13.

On consideére un sous-volume V d’un grand corps noir de volume Vj contenant Ny photons de
fréquence v. Quel est le nombre moyen (N) de photons dans le volume V? On veut calculer
la fluctuation de ce nombre de photons. Pour cela, on calcule d’abord la probabilité w(N) de
trouver N photons dans le volume V. Montrer que cette probabilité est donnée par une loi

binomiale.

On considere la limite Ny — oo, V/Vj — 0, en gardant constant le produit A = NyV/Vj.

Montrer que w(N) tend vers la loi de Poisson. On rappelle la formule de Stirling, pour n grand:

n!l ~nMe™ M. N o
Ve~
w(N) = N

(2)
On donne : N < Ny, (Névif}\,)! — Név.

Vérifier que w(N) est normalisée, calculer (N) et (N?2). En déduire que

(AE,)?* = hv(E,), (3)



ce qui est le premier terme de la relation (1).

Ce premier terme de la relation d’Finstein, dominant dans le régime de haute fréquence hv >
kT (Wien), peut donc étre interprété comme une fluctuation poissonnienne d’un nombre de

particules. Il est donc la signature du caractére corpusculaire de la lumiére.

Nature ondulatoire

On considere, et c¢’était 'image qui prévalait & la fin du XIX®™® siecle, que dans une approche
ondulatoire, 'amplitude et la phase du champ électromagnétique a la fréquence v sont des variables
aléatoires et résultent de la superposition chaotique d’un grand nombre de contributions indépendantes
provenant des parois du corps noir, ou, ce qui revient au méme, parties réelle et imaginaire de
I'amplitude complexe A = A, + iA; sont des variables aléatoires avec F, = A% + A,?, en unités
appropriées pour A, et A; et (A,) = (A;) = 0. Le théoreme de la limite centrale implique que la
distribution de ces amplitudes A, et A; sont distribuées de fagcon gaussienne

1 -4 1 -4

p(AT):\/Ea€2G2 ) p(Ai)Zmae%Q, (4)

avec 02 = (A2) = (A?).

14. Montrer que cette distribution gaussienne des amplitudes implique une loi exponentielle pour
la distribution pour l'intensité lumineuse, c’est-a-dire de ’énergie F,,. On montrera qu’on peut

écrire cette distribution sous la forme :

1 _
p(Ey) = e /B ()

15. Calculer (AE,)? et montrer que I’expression obtenue correspond au second terme de la relation

(1).

Ce second terme de la relation d’Einstein, dominant dans le régime de basse fréquence hv < kT

(Rayleigh) peut donc étre interprété comme la signature du caractére ondulatoire de la lumiére.

L’existence de ces deux termes dans l’expression des fluctuations de l’énergie du corps noir obtenue
par Einstein est donc la manifestation de la dualité onde-corpuscule, la nature ondulatoire se révélant
a haute fréquence et la nature corpusculaire a basse fréquence. Il est a noter que la loi de Wien a été
obtenue expérimentalement bien avant (1896) la loi de Planck (1900), alors que la loi de Rayleigh-
Jeans n’a été obtenue que quelques semaines avant la dérivation par Planck de la loi du corps noir
(1900). La dualité onde-corpuscule introduite par Einstein fut un des concepts les plus difficilement
acceptés et il fallut Dintroduction de la dualité onde-corpuscule par L. de Broglie pour la matiére
puis l’équation de Schrodinger pour qu’elle le soit définitivement. Le mot “photon” pour désigner le

?quantum de lumiere” introduit par Einstein date de 1926.



* % %
Exercice (8 points) : Température de Hagedorn

X 3k 3k

Dans certains modeles de physique des particules, la possibilité de créer de nouveaux degrés de
liberté lorsque 1’on injecte de I’énergie dans le systeme conduit & un phénomene inattendu: ’existence
d’une température maximale Ty, appelée température de Hagedorn, miroir — en un certain sens — de
la température de zéro absolu. Cet exercice permet de comprendre pourquoi.

On suppose que la prolifération de degrés de liberté (apparition de paires particules/anti-particules
par exemple) conduit & un nombre d’états microscopiques a énergie € se comportant exponentiellement

en . Plus précisément, on suppose que le nombre d’états entre € et € + de est donné par:
W(e)de = W) [65/50 — 1} de ; e>0,

et W(e < 0) = 0. Dans I’équation ci-dessus, W est une constante et £y une certaine énergie fixée par
la physique du probleme.
Calcul microcanonique

1. Calculer I'entropie de Boltzmann S(g) du systeme.

2. En déduire la température microcanonique 7'(¢) en fonction de son énergie, et tracer l'allure de

sa variation.

3. Montrer que lorsque ’énergie augmente indéfiniment, la température sature a une valeur maxi-

male Ty que 'on déterminera.

4. Inverser la relation T'(g) pour trouver la variation de 1’énergie en fonction de la température.

Calcul canonique

5. Ecrire la fonction de partition Z(7T') du systéme a température 7' comme une certaine intégrale

sur les . Que se passe-t-il lorsque T' > Tg?

6. On se place & T' < Ty. A partir de Z(T'), calculer I’énergie moyenne du systeéme et sa capacité

calorifique (chaleur spécifique).
7. Comparer la divergence de I’énergie moyenne lorsque 1" — T'; dans les cas microcanonique et
canonique. Pourquoi les résultats dans les deux ensembles different-ils dans le cas présent ?
Retour sur ’hypothese canonique pour 7' > Ty

La démonstration de la statistique de Boltzmann pour un systéeme en contact avec un réservoir ther-
mique a température T suppose que ’énergie du réservoir est tres grande par rapport a I’énergie du

systeme, une hypothese qui devient fausse pour notre systéme lorsque 7" se rapproche de Tp.

8. Refaire en quelques lignes la démonstration du poids de Boltzmann p, = e~ /kT /Z.



9. On suppose que le réservoir thermique est un gaz parfait monoatomique composé de N > 1

atomes. Rappeler la forme de ’entropie de Boltzmann de ce gaz en fonction de son énergie ER.

Indication: on rappelle que I’énergie du gaz parfait est Er = %N kT, que 'on peut retrouver a

partir de ’expression microcanonique de la température.

10. Le gaz parfait est initialement a une température 7T et le systeme de Hagedorn & température
nulle. Ces deux systemes sont placés en contact thermique. On considere d’abord le cas Ty > Tpy.
Montrer qu’a ’équilibre, les températures du réservoir et du systeme de Hagedorn sont égales
a Ty (a4 un terme exponentiellement petit en N pres) et que I’énergie du systeme de Hagedorn
devient:

3
E R iNkB(TO — TH).

Commentez cette expression par rapport aux résultats des questions précédentes.

11. Que se passe-t-il lorsque Ty < Ty 7 Donner la température et I’énergie € du systeme de Hagedorn

a I’équilibre dans ce cas.

L’existence de la température de Hagedorn reste une conjecture, son ordre de grandeur étant estimé a
1030 kelvins...



Quelques points de repeére

Microcanonique E | N fixés
1 OlnW
m(B) = — W(E,N S(E,N)=kglnW =
pm(E) = (5, ) (B, N) = kp In =00
Canonique b= ﬁ , N fixés
—BE InZ
Pm(E) = ez Zo(B,N) = e FEn F(8,N) = —kTn Z, (B) = _aanﬁ c
" 0*InZ,
F(B,N)=(E)-TS AE)?* = -
(8, N) = (E) (ap)? = T
Grand-canonique B = kE%T , o= kBLT fixés
e PE+aN oln Z
pm(E,N) = ———— Z,(B,a) = Ze*ﬁEmmNm A(B,a) = —kpTn 2, (E) = — g
Zg N.m 8/8 «
Oln Z
N) = g9
(V) Oa P
0?In Z,
A(,0) = —PV (AB) = =
0?In Z
A(B,0) = (B)=TS—p(N) (AN)? = ===
e Nombre d’états d’énergie inférieure & une énergie ¢ donnée (en d dimensions) :
Volume de Uespace des k tel que e < &
Ne(e) =gV > Lads
(2m)4
ou g est la dégénérescence liée a des degrés de liberté autres que translationnels.
o Densité d’états D(e) = d]\ijs(a) : D(e)de est le nombre d’états dans une tranche d’énergie [, e+de].

e Facteurs de Fermi et de Bose

=
I

=
|

o eﬁ(ek_ﬂ) —1

e Thermodynamique des gaz quantiques

(Ny=>"fr  U=(E)=>_ fex
k k

PV =-A=kpThZ,=—71kpgT >, In(1 — 7e*P) = 7kpT >, In(1 + 7 fx)

avec (bosons : 7 =1, fermions : 7 = —1).




Données numériques

Constante de Planck h=27h=6,63 x 1073* J.s
Charge élémentaire e=1,6x10"19C

Masse de I’électron me =9,1x 1073 kg
Constante de Boltzmann kp=1,38 x 10723 J. K~!
Nombre d’Avogadro Ny =6 x 10%

Conversion température-énergie  1/40 eV ~ kg x 300 K
Perméabilité magnétique du vide g = 47 x 1077 kg.m.A=2.s72
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X 3k ok

Probléme : Dualité Onde - Corpuscule

X 3k ok

. Squence v reliée au v u n r iy ion vy = =|kl. Soénér n
1. La fréquence v est reliée au vecteur d’onde k par la relatio & QCﬂk: La dégénérescence

associée a chaque valeur de k est g = 2, car il y a deux polarisations transverses possibles.

2. Il est rappelé dans le formulaire que pour des bosons, In Z; = — >, In(1 — e~ Pk, o k désigne
de facon générique les états quantiques. Ici, ce sont les états propres k£ de I'impulsion et les deux
polarisations transverses. On a ainsi

InZy(B) = =2 In(1—e M%) (1)
12

Le potentiel chimique est nul car il n’y a pas de contrainte sur le nombre de photons.

3. On obtient I’énergie interne a 'aide de la fonction de partition:

0lnZ
(B(T) = -5 @)
et a l’aide de (1), on obtient:
hvy
(B(T)) = 22 e’Bth%k—l : (3)
K

4. Par définition de la densité de modes, D(v) =2} 3 6(v — v3). On peut donc récrire (3) sous la
forme

E@D) = [ Doy (@

et en divisant par le volume, et en introduisant ’énergie moyenne d’un gaz de photons de
fréquence v:

(ET) _ /OOO<E,,(T)> D‘(fy)d” ) avee <E”(T)>:eﬁfﬁiy—1' ®

5. Calculons d’abord le nombre de modes de fréquence inférieure a une fréquence donnée v

V_dm oy (6)

Nelv) =2 (27)3 3

Le facteur 2 correspond aux deux polarisations. En utilisant la relation v = ck/(27) entre
fréquence et nombre d’onde, on obtient

87 V3

Ne(v) = gvcfg ) (7)



10.

et en dérivant,

A partir de (5) et (8), on obtient la loi de Planck

D(v) 8rh v?
u(y, T) = % (Bv) = B B 1 (9)
. Loi de Wien : u(v,T) — @1/36_5}‘”
c
. . 812
Loi de Rayleigh : u(v,T) — 3 kT

La loi de Rayleigh revient a donner une énergie moyenne kg1 & chaque mode de propagation.
C’est un résultat purement classique ou la constante de Planck n’apparait pas. Le préfacteur
est la densité d’oscillateurs.

Les énergies propres de l'oscillateur harmonique sont données par E,, = (n+1/2)hv. La fonction
de partition canonique Z, est donné par la somme infinie

~ Bhunr1y) € 2
Z.(8) = E_%e g =l (10)
On en déduit I’énergie moyenne:
(By) = _8ln Ze  hv LB (11)

o3 efh—1

On ne considere pas ’énergie de point zéro Ey = hr/2.

. Pour une densité D(v)/V d’oscillateurs, ’énergie moyenne par unité de volume est donc, en

oubliant I’énergie de point zéro:

D(v) hv

Vo1
qui est la méme expression que celle de I’énergie moyenne par unité de volume d’un gaz de
photons. Les deux points de vue consistent respectivement a considérer un gaz de particules
identiques en nombre indéterminé (les photons) dont les énergies sont hvy, ou un ensemble
d’oscillateurs de fréquences v. Un photon est un degré d’excitation d’un oscillateur harmonique.

(12)

. La variance des fluctuations d’énergie est donnée par

9*InZ, (E,) ePhv
AE))? = ¢ = Y — (hw)?
BB =" = gp — W gy
que ’on récrit en fonction de 1’énergie moyenne
Bhv __ 1 1
(AE,)? = (hv)?S (B + (B (13)

(eﬂhu _ 1)2

Le rapport entre le second terme et le premier terme est précisément le facteur de Bose. Le
premier terme est donc prépondérant pour hv > kT et dans la limite opposée, c’est le second
terme qui domine.



11.

12.

13.

Le nombre moyen est donné par le rapport des volumes

<NNO>:§O. (14)

On décrit les photons comme un gaz de particules indépendantes et identiques. La probabilité
de trouver N photons dans le volume V est

") = @)N (- 50>NON | (15)

Le premier terme entre parenthéeses est la probabilité que N particules soient dans le volume V/,
le second terme entre paranthéses est la probabilité que Ny — N particules ne soient pas dans le
volume V et le premier terme est un facteur combinatoire.

Dans la limite V/Vj — 0, N/Ny — 0, on a les limites suivantes

Np! No—N Ny ¥
Mo N (1 ) “//o) e (16)
ce qui conduit a la distribution de Poisson:
)\N -N
w(N) = " (17)

avec A = (V) = NoV/ V.

La distribution est normalisée car

[o¢] (o] N
ZO:w(N):e_’\NZ:O)j\Wzl. (18)

La valeur moyenne de N est donnée par:

—A f)\
. Ej § == NOVO (19)
N=1 N:l

La valeur moyenne de N? est donnée par

0o N 141 o0 0
2) Z)‘ Jr)_e—A Z +Z = A2
1 N= 2( i
(20)
Ainsi la variance (AN)? = (N?2) — (N)? est donnée par
(AN)2=X=(N). (21)

La variance est égale a la moyenne. En reprenant I’argument pour des photons de fréquence v,
et puisque F, = hvN,,, on en déduit immédiatement que

(AE,)* = hv(E,) (22)

On peut donc comprendre ce premier terme de la relation d’Einstein (13) comme une fluctuation
poissonnienne d’un nombre de particules. Il est donc la signature du caractere corpusculaire de
la lumiere.



14. Passons en coordonnées polaires et notons p? = A2 + A2, On a ainsi:

15.

p(p)dp = p(A)p(Ai)dArdA; = p(A,)p(Ai)2mpdp .

Donc p
2 /952
plp) = —5e 7127

Puisque p?> = E,, on a d%)y = ﬁ. Par ailleurs, p(E,)dE, = p(p)dp, dont on déduit

1 —E,/2 2
p(E,,):T‘Qe /U .

Finalement, puisque (E,) = (A2) + (A?) = 202, on obtient la relation proposée

1 _
p(EI/) = <7E >€ By /(Ev) .

Calculons d’abord (E?).

(E2) =

1 o)
(E,) / Epe P/\BdE, = 2(B,)?
v 0

On en déduit que les fluctuations sont de 'ordre de la moyenne:

(AB,)? = (E}) — (B,)* = (B,)

(28)

ce qui correspond au second terme dans la relation d’Einstein (13). Ce second terme, dominant
dans le régime de basse fréquence hv < kpT (Rayleigh), peut donc étre interprété comme la

signature du caractere ondulatoire de la lumiere.

étre considérées comme mutuellement incompatibles. A. Einstein (1909)

J’ai déja tenté de montrer qu’il fallait renoncer aux fondements actuels de notre
théorie du rayonnement... A mon avis, la prochaine phase de 'évolution de la
physique théorique débouchera sur une théorie de la lumiére que [’on pourra in-
terpréter comme une espéce de synthese entre la théorie ondulatoire et la théorie
de l’émission... La structure ondulatoire et la structure en quanta ne doivent pas




* % %

Exercice : Température de Hagedorn

X 3k 3k

Calcul microcanonique

1. S(e) = kplogW(e) = kplog [65/50 — 1] + C, ou C est une constante sans importance pour la
suite.

2. En utilisant la définition microcanonique de 1’énergie:

Tl = % = kpT = & [1 - 6—5/50} .

- €l

Figure 1: T'(¢).

3. A partir de l'expression précédente: T — Ty = €o/kp lorsque € — oc.

4. e = ¢o|log(1 —T/Ty)| pour T' < Ty

Calcul canonique

5.
Z(T) = / W (e)e s/*8Tqe
0

On voit que cette intégrale diverge lorsque T' > Ty. Lorsque T' < Ty, l'intégrale donne:

kpT?
Z(T) = W, .
(1) C—
0 dlog Z dlog Z kpT?
og 9 0 10g B
(el B B 5T BLYm T
a(e) OTTy — T2
= oy kgt T
“Tor BB T

7. L’énergie diverge comme |log(Ty — T)| dans le cas microcanonique, et comme (T — T)~! dans
le cas canonique. Les deux ensembles sont équivalents lorsque 'on peut estimer la fonction de
partition a partir de la méthode de Laplace, qui nécessite que I'entropie soit proportionnelle a
un N > 1 (en général le nombre de particules), ce qui n’est pas le cas ici (cf. question 1 de la
partie “Calcul microcanonique” ci-dessus).



Retour sur ’hypothese canonique pour 7' > Ty

8.

10.

11.

La probabilité p,(F,) pour qu'un sous-systeme (S) soit dans un état d’énergie E,, est propor-
tionnelle au nombre d’états du thermostat (réservoir R) d’énergie E — E,,, le tout étant isolé, a
I’énergie F :

pn(En) x Wr(E — Ey,)

Si B, < E, on développe

k’B IHWR(E — En) = SR(E - En) = SR(E) - aasg%En
Ey,
= Sp(E)- = (29)

ou T est la température commune du thermostat et du petit systeme a I’équilibre. Par conséquent,
en re-exponentiant la relation (29), on obtient

pn(Ep) x e En/kT

On normalise en sommant sur tous les microétats du systéme (.5).

. A partir de 1/T = 0Sg/0FER et Ep = %Nk:BT on retrouve:

3
Sp = §NkBlOgER+C/

ou C’ est une autre constante.

A I’équilibre, la situation la plus probable est telle que:

OSp _9S() 3N _ 1 1
OER - Oe 2FR N g0l — e—¢/eo

En anticipant que € sera d’ordre N pour Ty > Ty, on peut négliger le terme e~¢/¢0 dans equation
ci-dessus pour trouver:

3 3
ER = §N€0 = §Nk'BTH.

Le réservoir transfere donc une énergie %N kp(To — TH), qui se retrouve dans €, qui est bien
> gg. La température du systéme et du réservoir est donc Ty comme on pouvait s’y attendre,
puisque celle-ci ne peut pas dépasser T pour le systéme. Ce qui est non standard ici est que le
“petit” systeme prend une fraction non nulle de I’énergie du réservoir.

Au contraire, lorsque Ty < Ty, U'equation d’égalité des températures microcanoniques ci-dessus
se résoud en supposant que € < Ep, de telle maniere que la température du réservoir ne change
pas. On a donc dans ce cas la relation habituelle ' = Tj et € = g¢|log(1 — Ty /TH)| < ERr (tant
que Tp est suffisamment loin de Tp).
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Les deux problemes sont indépendants. Veuillez rédiger le probléeme I sur copie rose et le probléme II
sur copie jaune.

Un formulaire est proposé a la fin de ce texte, ainsi que des relations utiles a la fin de chaque probleme.

Probléeme I - § points - copie rose

X X X

L’intuition de Planck

X X X

Le but de ce probleme est de développer les deux arguments de Max Planck qui 'ont conduit a
découvrir la loi du rayonnement du corps noir.

A la fin du XIX®™® sigcle, la loi de distribution spectrale de la densité d’énergie du corps noir était
bien décrite par la loi phénoménologique de Wien

8mb
u(v,T) = —31/36_‘“’” , (1)
c
particulierement a haute fréquence, les coefficients a et b étant alors des constantes phénoménologiques,
qui sont maintenant reliées a des constantes universelles.

Toutefois, des mesures de plus en plus fines réalisées a basse fréquence montraient des déviations
importantes a la loi de Wien. Le 7 octobre 1900, Heinrich Rubens, un collegue et ami de Planck lui
fait part de tout nouveaux résultats expérimentaux: & basse fréquence, au lieu de varier en v® comme
le suggere la loi de Wien, la densité d’énergie varie plutét comme v?T. En quelques jours, Planck
propose la loi qui porte son nom, a l'aide d’arguments heuristiques. Puis dans les mois qui suivent,
il développe une théorie microscopique, basée sur la quantification des échanges d’énergie, et il la
présente lors d’une séance de la Société Allemande de Physique, le 14 décembre 1900, date considerée

maintenant comme la date de naissance de la mécanique quantique.




Pour des raisons que nous ne détaillerons pas ici, M. Planck avait compris que la distribution
spectrale u(v, T') du corps noir décrit I’équilibre d’un ensemble d’oscillateurs de fréquence v et d’énergie
moyenne U(v,T) (dont la nature n’était alors pas comprise!) avec le rayonnement électromagnétique
et que ces deux quantités sont reliées par:

8712

u(v,T) = Uw,T) . (2)

3
1 - Que représente le préfacteur 8wv?/c3 ?
On s’intéresse maintenant aux propriétés thermodynamiques d’un seul oscillateur de fréquence v.

Planck pensait que la question fondamentale était de comprendre comment I’entropie d’un oscillateur
varie avec son énergie U, autrement dit de déterminer la fonction S(U). La relation

1 08
T30 3)

permet ensuite de remonter a la relation U(T). Plus précisément, Planck s’intéresse a la quantité

(825 ), car, écrit-il, "elle a une signification physique simple”. En effet ...

oU?
2 - --- on rappelle que, pour un systeme en équilibre a la température T, les fluctuations de
Iénergie sont données par la variance
ou
AU = ——. 4
(AU = 52 (4)

A quelle quantité physique mesurable cette variance est-elle proportionnelle 7 quel est le coefficient
de proportionnalité ? Comment s’appelle cette relation ? Déduire de la relation (4) que

ou kp est la constante de Boltzmann (introduite plus tard par Planck). On se servira pour cela de la
relation (3).

(AU)? =~

3 - En utilisant la relation (3), montrer que la loi de Wien conduit & une relation simple entre

9%S -t ) 4 ;
Fiel et U, que 'on déterminera.

La loi de Wien n’étant pas valable a toute fréquence, la relation obtenue dans la question
précédente n’est donc pas valable pour toute énergie. Il s’agit pour Plank de la modifier. Aux basses
fréquences, les mesures les plus récentes montraient que ’énergie d’un oscillateur semble ne dépendre
que de la température (linéairement), mais pas de la fréquence. On 1’écrit ici sous la forme

b
Uv,T)=-T. (6)
a
-1
4 - Montrer que cette dépendance conduit a une autre relation simple entre <%> et U, que

l'on déterminera.

Afin d’interpoler entre les comportement haute et basse fréquence, Planck suppose simplement
&8
oU?
haute et basse fréquence.

-1
que la quantité ( ) est simplement la somme des deux termes obtenus dans les deux limites de

'Planck pensait qu’il s’agissait d’oscillateurs matériels & la surface du corps noir en équilibre avec le rayonnement
électromagnétique. On sait maintenant que ces oscillateurs sont les modes du rayonnement lui-méme.



5 - Montrer qu’il obtient ainsi un résultat de la forme

028 o
oUu?  U(y+U) (7)

ou on donnera les expressions des coefficients « et v en fonction de a et b et de la fréquence v.

6 - En intégrant une fois cette relation, et en vérifiant que U(T = 0) = 0, montrer qu’on obtient
ainsi I’énergie d’un oscillateur a la température T'

bv

U(V, T) = m (8)

ce qui conduit ainsi a la loi du corps noir.

7 - Relier a et b aux constantes universelles h et kp, toutes deux introduites par Planck, et écrire
sous sa formule finale la loi du rayonnement du corps noir pour u(v, T).

8 - En intégrant une seconde fois la relation (7), et en supposant que S(U = 0) = 0, montrer que

Pentropie S(U) s’écrit
b U U u. U

Cette expression de ’entropie est donc équivalente a la formule du corps noir.

Il s’agit maintenant de construire une théorie pour parvenir & cette relation S(U) jusque la
phénoménologique. Pour cela, Planck considére un grand nombre M d’oscillateurs de fréquence v
identiques mais discernables. Ces M oscillateurs peuvent échanger de I’énergie, mais I’ensemble de ces
M oscillateurs est isolé. Planck suppose que 1’énergie de chaque oscillateur ¢ ne peut prendre que des
valeurs discretes proportionnelles a leur fréquence, ¢; = n;bv, n; = 0,1,2,---. Ainsi I’énergie totale
="M nibv = N'bv est fixée. L'entropie mesure le nombre W (€) = W(N) de fagons de distribuer
les énergies de ces M oscillateurs.

9 - Calculer le nombre W (N') de fagons de répartir I'énergie £ = Nbv dans ces M oscillateurs.

10 - En déduire I'entropie moyenne par oscillateur S(U) = ﬁkB In W, dans la limite M, N > 1.

En déduire la relation entre cette entropie et 1'énergie moyenne par oscillateur U = £/M et obtenir
ainsi la relation (9).

Relations utiles :

e Formule de Stirling In N!~ NInN — N+ ---

° /lnx—xlnx—az

/ dx 1 ~v+z
° — — =—"1In
z(y + ) ~ x




Probléeme II - 12 points - copie jaune
* sk ok

La transition de Manning

X 3k ok

Un polyélectrolyte est un polymeére ionique, tel que 'ADN par exemple, comportant un grand
nombre de sites ioniques. Une fois dissous dans un solvant polaire comme l’eau, le polymere se
dissocie, libérant des charges positives qui migrent dans le solvant, laissant le squelette central chargé
négativement, I’ensemble étant électriquement neutre. L’ADN par exemple est un polyanion entouré,
dans le solvant, de charges positives libres, appelées contre-ions. A cause de la répulsion électrostatique
entre les charges fixes du polymere, celui-ci s’étire, et on le modélise par un cylindre chargé de rayon a
et de longueur L, comme le montre la figure. L’attraction électrostatique tend a condenser les contre-
ions le long du polymere alors que 'agitation thermique tend a les diluer dans le solvant. Le but de
ce probleme est de montrer qu’il existe une température critique, dite température de Manning, qui
sépare un régime ou les ions sont liés au squelette central et un régime ou les ions sont délocalisés
dans le solvant.

Le potentiel électrostatique dii & une densité de charge linéaire —ne (e > 0) est logarithmique et
si on suppose que les N contre-ions ont une charge +ze, leur énergie potentielle est donnée par:

a nze? r
V= ; Vir;) avec Vir)= e In (Z) (10)

ou r; est la coordonnée radiale de 'ion ¢ et € = gg¢e, est la constante diélectrique du solvant. On
négligera 'interaction coulombienne répulsive entre les ions.
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Figure 1: Le polymere est modélisé par un cylindre négativement chargé de rayon a. Il est plongé dans
un récipient cylindrique de rayon R et de longueur L > R, ouvert a ses extrémités. Les contre-ions
libres portent une charge ze.



1 - On considere que les contre-ions, de masse m, peuvent se déplacer dans un cylindre de rayon R

et de longueur L > R (figure). Ecrire I'hamiltonien total des contre-ions. Dans la suite, on introduira

2
le paramétre Kk = ’B;f: , qui exprime le rapport entre énergie potentielle et énergie thermique. Vérifier

que ce rapport est sans dimension.

2 - Les contre-ions forment un gaz classique de particules indépendantes et indiscernables. Montrer
que la fonction de partition canonique Z.(f) de I’ensemble des contre-ions a la température T' s’écrit
sous la forme

a_ (g a N
Z.(8) = C (B/L)* = (a/L)* | ™ (1)

«

sauf pour une valeur particuliere de k, que ’on notera k. et que 'on déterminera. Donner les expres-
sions de « et de C' en fonction de k et de la longueur thermique de de Broglie Ar.

3 - Vérifier qu’on retrouve bien I'expression de la fonction de partition d’'un gaz de particules
libres, si la charge z — 0.

4 - Donner 'expression de la fonction de partition Z.(8) pour la valeur particuliere k. déterminée
précédemment.

5 - A la valeur particuliére k., on associe une température 7T, dite température critique. Donner
Pexpression de la température critique, puis celle du parametre k en fonction du rapport 7'/T.

On va montrer dans la suite que cette température critique sépare deuzx régimes bien différents pour
la répartition des contre-ions, que l’on va cararactériser.

6 - On estime qu’un contre-ion de charge z = 1 peut se détacher du squelette central en moyenne
tous les 7 A. En déduire la densité linéaire de charge n sur le squelette central et estimer la température
critique T,.. Le solvant est de ’eau dont la constante diélectrique a température ambiante est €, ~ 78, 5.

7 - Soit p(r) la probabilité normalisée de trouver un contre-ion a la distance r du squelette central.

Montrer qu’elle s’écrit:

- faR re=BV () dr

Donner son expression en fonction de r, a, R et k (pour T # T¢).

p(r) (12)

8 - Dans la limite d’un grand récipient R > a, montrer que la probabilité s’écrit sous la forme

o
—~~
=
~
12

1
Efﬁ(r/R) pour T>T,

p(r) =~ —%fﬁ(r/a) pour T<T.,
p(r) = 7"111(1R/a) pour T="T. (13)

On donnera expression de la fonction fi(x).

9 - Donner 'expression générale de la position moyenne (r) d’un ion (sauf pour 7' = T;)?
A partir de maintenant, on reconsideére la limite R > a.

10 - Montrer que, pour T > T, la position moyenne (r) est proportionnelle & R avec un coefficient
de proportionnalité dont on donnera ’expression (valable sauf au voisinage de la transition). Montrer
que & haute température (r) — 2R.



11 - Vérifier que, a la température critique, (r) = R/In(R/a).
12 - Montrer que, pour T' < T, on a (r) ~ a.

13 - Tracer schématiquement la dépendance de (r) en fonction de 7'/T,. Les contre-ions sont donc
attachés au squelette polymérique en dessous de 7T, et sont dilués dans le solvant au-dessus de 7.

14 - A partir de la fonction de partition canonique, donc de I’énergie libre, calculer la pression
P exercée par les contre-ions sur les parois verticales du cylindre, dans la limite R > a et a toute
température.

15 - Pour R/a quelconque, la pression n’est pas exactement nulle & la température critique. Donner
son expression en fonction du rapport R/a.

16 - Les contre-ions sont des cations tétraméthylammonium (CH3),NT. Justifier brievement
pourquoi on peut effectivement les traiter effectivement comme un gaz classique.

Relation utile :

oo
, . —az? T
e Intégrale gaussienne : / e dr = \/>
a

—0o0



Quelques points de repére et constantes universelles

Microcanonique E et N fixés
1 OlnWwW
Canonique B =1/kpT et N fixés
e PE 8B oln Z,
P(E) = — Ze(B,N) = zmje ’ F(B,N)=~kpTIn Z (B) = ——53
2
Energie libre F(8, N) = (E) — TS TN algfc
Grand-canonique B =1/kpT, a = pu/kpT fixés
e~ BE+aN olnZ
- _ — —BE+aN - _ _ g
Pu(EN) = —2— Z(f.0) ; ; A(B,0) = ~kpTIn Z, (E) 5.
Jln Z
N = g
(V) da |5
) 9 9*In Z,
Grand potentiel A(B,a) = (E) =TS — u(N) (AE?®) = 952
9*InZ
=-P AN?) = g
A(B0) = —PV o = T

e Identité thermodynamique :
dU =TdS — PdV
e Longueur thermique de de Broglie :
h
V2rmkgpT

e Nombre d’états d’énergie inférieure & une énergie ¢ donnée (en d dimensions) :

Ar =

Volume de 'espace des k tel que e < &
(2m)d

No(e)=V

e Densité d’états D(e) = dj\;?g(a) : D(g)de est le nombre d’états dans une tranche d’énergie [e, e+de].

e Facteurs de Fermi et de Bose

1 1
F _ B
fe = eBler—n) 11 7,

e Thermodynamique des gaz quantiques

(NY=>"f  U=(E)=>_ fex
k k

PV =-A=kgThZ, =+kgT >, In(l £ e F*) = FkpT >, In(1 F fi)




Constantes universelles

Constante de Planck h=2mh=6,63x1073* J.s
Charge élémentaire e=1,6x10"1C

5 =23%x10"%Jm
Masse de 1’électron me =9,1x1073" kg
Constante de Boltzmann kp=1,38 x 10723 J. K~!
Nombre d’Avogadro Ny =6 x 107

Conversion température-énergie  1/40 eV ~ kp x 300 K
Perméabilité magnétique du vide g = 47 x 1077 kg.m.A=2.s72
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Corrigé

X 3k 3k

Probléme I : ’intuition de Planck

X 3k 3k

1 - La quantité 87?/c3 représente la densité de modes a la fréquence v.

2 - Rappel : La variance des fluctuations de ’énergie est donnée par

9%?In Z, oU
2 _ c__ OU
(AU)* = 852 = a8

ou Z. est la fonction de partition canonique et U = —91n Z,./9p.

La variance est proportionnelle a la capacité thermique C(T") = 0U/9T. En effet,

(AU)? = LU k:BTQa—U

_ 2
50 o7 = ksTC(T)

C’est la relation fluctuation-réponse.

Par ailleurs

U2 oU T kg oB kg

d’ou la formule demandée.

(825)_1 _ (8(1/T))1 _ LU _ L apy

3 - D’apres la loi de Wien, on a, pour un seul oscillateur

1 1
Uw,T)=bv e 7T done T = ——lng .

Par conséquent, la derivée seconde de I'entropie par rapport a I’énergie s’écrit:

9’s _oyr 1

oUu? U  avU

2 —1
<2U82> = —avU .

4 - La relation linéaire U = (b/a)T" conduit a

d’ou la relation linéaire simple

s _oyT b

ou?2 — oU al?

6275 - _ Y
ou? b

1

et donc



5 - Afin d’interpoler entre ces deux limites, Planck suggere simplement d’additionner les deux

contributions )
%S\~ a
qui est la forme demandée avec v = —b/a et v = buv.

6 - On integre la relation précédente et on obtient

oS a, y+U 1 bw+U 1

T —; n— Eln i T (10)
En inversant la derniere égalité, on obtient
U= eau/l;y_l . (11)
7-b=heta=h/kp, et finalement
. T) = ¥y < STV (12)

3 3 efhw 17

avec = 1/(kgT).
8 - On integre la relation % = L[In(bv + U) —InU] = f'(u) avec la condition S(U = 0) = 0.

S(U) = f(U) — f(0) = aiy [(by +U)In(by +U) —UlnU — bu) - (bulnbz/ - bu)] . (13)
En factorisant by,

U U
S(U) = {<1+by>ln(by+U)—byan—lnbV} ,

[(1%—5/) (m (1+Zj>+lnby)—gyan—lnby] (14)

S(U):2[<1+g/> ln<1+g/>—;jjlngj] . (15)

9 - W(N) compte le nombre de fagons de placer N degrés d’excitation dans M oscillateurs, ou
encore de placer A objets dans M cases, c’est-a-dire le nombre de facons de permuter A objets et
M — 1 cloisons:

Qo Q|

et on obtient ainsi

N+ M —1)!

W= Taar =

(16)

10 - L’entropie par oscillateur est, dans la limite N, M > 1 ol on peut utiliser la formule de
Stirling,



S() = %z@ InW(A) = ’“MB (M +N)In(M +N) = N In A — M In M]
= k3[<1+ﬁ> ln(M+/\/')ﬁlannM} (17)
- kBKlJr%) <ln <1+ﬁ>+lnM> —ﬁlnN—lnM} (18)
(19)
c’est-a-dire
S(U):k3[<1+ﬁ> In <1+ﬁ> —ﬁmm . (20)

L’énergie par oscillateur est U = £/M = Nbv /M, donc N /M = U /bv, ce qui conduit & la formule
(15) que cherchait a obtenir Planck, avec b/a = kp.



* % %

Probleme II : la transition de Manning

X 3k 3k

1 - ’hamiltonien total des contre-ions est obtenu en ajoutant énergies cinétique et potentielle:

N P2 nze? .
H = T In—) . 21
; (Qm * 2me L> 1)
On note x = 2 ;L;EZ n a les dimensions de l'inverse d'une longueur. Donc ne?/e a les dimensions de

e? /(e x longueur) donc d’une énergie et 3 = 1/(kgT) a les dimensions de l'inverse d’une énergie.

2 - L’hamiltonien étant la somme de termes indépendants, la fonction de partition est factorisable

et est de la forme

N

Z. = ﬁ ) (22)
ou le terme N! tient compte de 'indiscernabilité des ions et ou la fonction de partition z. pour un ion
s’écrit ) )
_gp° _
Ze = 73 e Pam ddp /e BYV(r) g3y (23)

3
La premicre intégrale, gaussienne, est égale a ( ffooo e2mdpx> = (2rmkpT)?/?. Pour 'intégrale

sur les positions, on a [ dr — L faR 2nrdr. En introduisant la longueur de de Broglie, Ay =
h/\2mmkT et le parametre k, on a

L R
Ze = / e R/ L) oy dy
)\3
T Ja
L [B/r\—x
27r)\;}/a (Z) rdr
I3 R/L
= 27— 1" dx (24)
)‘T a/L
L* ((R/L)*™* — (a/L)* ") 2
Ze = QTFE 2 _ x et ZC == ﬁ (25)

N
qui est bien de la forme (11) de 'énoncé avec a =2 — k et C' = (27’[‘%) .
: T

3-Siz=0alors k =0et a =2 et on retrouve I'expression de la fonction de partition d’une
particule libre:

avec V =7L(R* - a?) . (26)

Zlibre = E

V est le volume accessible aux ions.

4 - Pour la valeur particuliere k. = 2, l'intégrale (24) est logarithmique et on obtient alors

Zec(f). )

5 - La valeur critique k. = 2 sépare deux comportements distincts. La température critique est
donnée par

TLZ€2

4me

kpT, = (28)



et k peut se récrire sous la forme Kk =27, /T.

6 - Dans I'expression précédente, on prend € = £¢ &, avec €, ~ 78,5. La densité linéaire est n = 1/b
ot b= TA est la distance entre les charges. On en déduit T, ~ 300K.

7 - La probabilité normalisée p(r) est donnée par

__ e —Bv(r) — (I
faRefﬂv(r)rdr avec e ( ) , (29)

p(r) 7

c’est-a-dire
(2—k)

_ 1-
= Fn  gor rR (30)

p(r)

8 - On considere la limite d’un grand récipient, R > a. Pour k < 2, c’est-a-dire T' > T, la
probabilité s’écrit:

2—-kK _
p(r) = <R2—”) Pl (31)
Pour k > 2, c’est-a-dire T' < T, elle s’écrit
an—Q
p(r) = (- 9% (32)
On trouve la forme (3) écrite dans ’énoncé avec
ful@) = (2= rK)z!™" . (33)
Pour T=T,, on a:
1
p(r) rinR/a (34)

9 - La position moyenne (r) d’un ion est donnée par:

f 2 —w\ (R/L)>" — (a/L)**
(r) = /a rp(r)dr = L ( - H) E R? L;H - Ea§ L;_H : (35)

10 - Dans la limite R > a et pour T' > T, c’est-a-dire k < 2, La position moyenne (r) est donnée
par (résultat obtenu a partir de (35) ou de (31))

(r) = (g - Z) R (36)

et donc (r) = 2R/3 & haute température (k — 0), qui est le résultat pour des particules libres dans
un cylindre de rayon R.

11-Ala température critique T, la position moyenne (r) est donnée par (résultat obtenu a partir
de (35) ou de (34))

(r) = : (37)

12 - Pour T' < T, c’est-a-dire pour x > 2, il y a une petite subtilité. Il faut en principe distinguer
les régimes k > 3 et kK < 3. En se limitant au régime T' < T, on obtient simplement
(k—2)
(k—3)

(r) =~

a — a (38)

5



Pour kK =3 (T'=21T,/3), on a la valeur particuliere (r) ~ aln(R/a).

13 - Dans la limite R > a, la position moyenne des contre-ions est a a basse température. Les
ions sont collés contre le squelette central. Au-dessus de la température critique, les ions se détachent
du squelette central et leur position moyenne augmente avec la température, jusqu’a atteindre la
valeur 2R/3 qui correspond & des ions libres. Précision qui n’était pas demandée : Pour R/a grand
mais fini, la transition n’est pas brutale (figure de droite), puisqu’on a trouvé que & la transition

(r) = R/In(R/a) reste fini.

0.7 0.7
0.6f 0.6f
0.5f 0.5f
o o
RS RS
T 03p ~ 03f /
!
'l
0.2 0.2 ;!
{
1
0.1f 0.1f /
/
1
0.0 0.0° : :
0 0 I 2 3 4
T/T,

Figure 1: Evolution de la position moyenne (r) des contre-ions avec la température pour deux valeurs

de R/a. Sia — 0, la transition est brutale. A la température critique, (r) = R/In(R/a) (point rouge).
A la température 27,/3, on a la valeur particuliere (r) = aln(R/a) (point bleu).

14 - La pression est la quantité conjuguée du volume:

oF O0ln Z,
P=—— =kpT—=¢ 39
av " ey (39)
Le volume est V = 7R?L. La pression exercée sur les parois du cylindre est donc

kT 0lnZ. NkgT Olnz. (40)
~ 27RL OR  27RL OR

En utilisant (25) et dans la limite R > a, on obtient pour 7' > T,

 NkgT _ Nkp

=P 2R = (T -T.) (41)

et P=0pour T <T.
15-Ala température critique, k = 2. Pour R/a fini, revenons au calcul de la fonction de partition

ze. L'expression (25) devient

L3 [R/L dy L
Ze = 2M—— — =2n—In(R/a 42
Donc
_ NEkgT.0lnz. NkpT, 1 (43)

~ 27RL OR  27mRL RIn(R/a)

et finalement



NEkpT, 1
P = 44
V. 2In(R/a) (44)

16 - Les contre-ions sont dilués dans un solvant, typiquement de ’eau. L’eau est un liquide classique
a toute température. Or, un ensemble de particules est d’autant plus classique que sa densité est faible
et que la masse des constituants est grande. Les cations sont lourds et dilués dans ’eau. Il forment
donc de facon évidente un ensemble ”encore plus classique” que ’eau.
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Les deux problemes sont indépendants. Veuillez rédiger le probléeme I sur copie rose et le probléme II

sur copie jaune.

Un formulaire est proposé a la fin de ce texte.

Probléeme 1 - 1/ points - copie rose

X K X

Fusion de I’hélium 3

X X X

On donne les intégrales éventuellement utiles:

[e’¢) T 2 [e%} 0
/ In(e +1)dw:7T ’ / 61/2€—ﬂed6_\é7?1 7 / 63/26—66616:ML

eT +1 6 0 53/2 0 4 55/2

—00

(1)

L’hélium 3 présente une particularité remarquable, unique dans la nature, représentée sur la figure
(1) : en dessous d’une température de l'ordre de 300mK, la courbe critique de fusion P.(T') décroit
quand la température augmente, c’est-a-dire que, a pression constante, on peut liquéfier le solide en le
refroidissant! Le but de ce probléeme est de décrire 'origine de cet effet, appelé ”effet Pomeranchouk”

du nom du physicien russe qui I'a prédit en 1950 avant son observation plusieurs années apres.

4 -
Solide

3t ~_/ EM
& , =
2 Liquide o 32
(a8

I 3,0

" - Gaz Liquide

0001 001 01 1 10 T/K 280 o1 0z 03 TR

Figure 1: Diagramme de phases de 3 He. A droite, la ligne de fusion o basse température.



La figure (2) montre le diagramme de phase d’un corps usuel. La figure (1) montre celle de
l'isotope *He de I'hélium, en coordonnées semilogarithmiques et linéaires. Comme on le voit sur cette
figure (1), une premiere caractéristique de I'hélium (commune & ses deux isotopes *He et “He) est
que, a pression ambiante, au lieu de se solidifier comme les corps usuels, ’hélium reste liquide jusqu’a
température nulle. Cela est dii, d'une part a la faible interaction entre les atomes d’hélium et d’autre
part au fort mouvement quantique de point zéro lié a la faible masse des atomes. Par conséquent,
méme a température nulle, c’est-a-dire en ’absence d’agitation thermique, les fluctuations quantiques
ne permettent pas de stabiliser chaque atome dans le minimum de potentiel induit par ses voisins et
I'hélium reste liquide (et éventuellement superfluide, mais ce n’est pas 'objet de ce probleme). Une
pression d’environ 30 bar (3 MPa) est nécessaire pour solidifier 3He.

Solide .
5 Liquide
@
(%]
E point critique
point triple
Gaz

0

0 Température

Figure 2: Diagramme de phases typique d’un corps usuel.

L’objet de ce probleme est de comprendre pourquoi, a basse température, la courbe de fusion de
3He possede un pente inversée par rapport a la majorité des corps classiques.

Dans une premiere partie (A), on rétablit deux relations fondamentales de la thermodynamique,
la relation de Gibbs-Duhem et la relation de Clausius-Clapeyron, utiles pour la discussion de ce
diagramme de phases. On discute ensuite (B) l'origine de cette ligne de transition particuliere. La
partie (C) ne concerne pas >He.

A - Relations thermodynamiques

On part de I’énergie interne U (.S, V, N), construite comme une fonction des trois variables entropie,
volume et nombre de particules, et de la relation thermodynamique fondamentale rappelée dans le
formulaire qui introduit les quantités conjuguées température T, pression P et potentiel chimique p.

1. On introduit le grand potentiel A(T,V,u) =U —TS — puN. Comment s’écrit la différentielle d.A
en fonction des variations infinitésimales dT', dV', du ?

2. Justifier la relation A = —PV.

3. En différentiant cette derniere relation et en la comparant & la relation obtenue précédemment,
déduire la relation dite de Gibbs-Duhem entre variations de potentiel chimique, de pression et
de température:

dp = vdP — sdT (2)

ou v = V/N est le volume par particule et s = S/N l'entropie par particule.



4. Rappeler brievement comment la physique statistique permet de justifier que deux systémes (1)
et (2) échangeant énergie, volume et particules vérifient a I’équilibre :

T1 = T2 s P1 = P2 N M1 = U2 . (3)

5. On considere 1’équilibre thermodynamique entre deux phases d’un méme corps, la phase solide
et la phase liquide. La coexistence entre ces deux phases peut étre décrite comme 1’équilibre
entre deux sous-systemes. On se déplace de maniere infinitésimale dans le plan T, P , le long
de la ligne de fusion P.(T"). En utilisant la relation de Gibbs-Duhem dans le liquide et dans le
solide, montrer que 'on a la relation:

dP.(T —
c( ) _ Si Ss : (4)
dT v — Vs
qui relie la pente de la ligne d’équilibre P.(7T) a la différence d’entropie par particule et de volume
par particule entre les deux phases. C’est la relation dite de Clausius-Clapeyron.

6. En déduire que pour les corps usuels la ligne d’équilibre P,(T") est une fonction croissante de la
température. Connaissez-vous au moins une exception ?

B - La transition solide-liquide de 3He

Il s’agit maintenant de comprendre pourquoi d];"i}T) < 0 pour la ligne de fusion de *He & basse

température. Le volume molaire (ou par particule) du solide étant inférieur & celui du liquide, c’est
donc que 'entropie du solide est supérieure a celle du liquide :

Comment le liquide peut-il étre plus ordonné que le solide ? !

Pour répondre a cette question, il s’agit maintenant de calculer I’entropie a basse température
dans les phases liquide et solide. On suppose que vs et v; sont indépendants de la température.

On rappelle que *He est un fermion de spin 1/2.

Entropie de la phase liquide

A Tétat liquide, I’hélium 3 est constitué d’atomes en interaction. La prise en compte de ces
interactions est difficile. Pourtant une bonne approximation est de considérer ce systéme comme un

gaz d’atomes sans interaction, mais avec une masse effective m* différente de la masse réelle des atomes
3H
e.

7. En rappelant tout d’abord l’expression de la densité d’états intégrée N.(e) pour un gaz de
fermions de masse m* a trois dimensions, rappeler la définition de I’énergie de Fermi et donner
son expression en fonction de la densité N/V de particules.

8. La masse volumique de *He liquide est 82,6 kg.m™3. Evaluer sa température de Fermi, en

supposant que la masse effective m* est égale a la masse m de ’atome libre.

9. Rappeler les expressions générales du nombre de particules N, de ’énergie totale F, et du grand
potentiel A en fonction des énergies & une particule € et du facteur de fermi f(e;). On notera

Tz = fleg)-



10.

11.

12.

En utilisant la relation entre grand potentiel, énergie interne, entropie et nombre de particules,
montrer que lentropie d’un gaz de fermions de spin 1/2 s’écrit

= —2kp Z Jrln fe+ (1 — f;) In(1 — fE)] avec fi = f(eg) (5)

ou la somme est effectuée sur tous les états de translation & une particule du systeme.

Remplacer cette somme discrete sur les vecteurs d’onde par une intégrale sur ’énergie en intro-

duisant la densité d’états D(e) et le facteur de Fermi f, = ﬁ avec o = .

Tracer schématiquement les fonctions fe, — feIn fc et —(1— fc) In(1— fe), & tres basse température
kT < ep. Sur quel intervalle d’énergie caractéristique ces fonctions varient-elles 7 En déduire
qualitativement que ’entropie s’annule linéairement en température lorsque T — 0 :

T
s = akBTF (6)

ol a est une constante sans dimension que ’on ne cherchera pas a calculer dans ce raisonnement
qualitatif.

Calcul explicite de l’entropie

13.

14.

15.

16.

On cherche maintenant & obtenir 'expression exacte de 'entropie a basse température.

Dans I'expression de I’entropie obtenue a la question 11, on effectue un changement de variable

x = B(e—p) dans la premiere intégrale et x = —f(e — ) dans la seconde. Montrer que ’entropie
se récrit
e x P x
S = k3T [ D(p+ =) F(x)dr + D(p— —)F(x)dx| . (7)
—Bu ﬁ —00 6
Donner I'expression de F'(z).
Montrer que dans la limite 7" — 0,
2 9
S = ED(GF)/-{:BT . (8)
Montrer que D(ep) = %Eﬂ et que finalement l'entropie par particule s = S/N peut s’écrire sous
la forme
2
T
=" kp— 9
5 BT 9)

On a ainsi montré la relation (6) avec a = 72/2.

Rappeler comment la capacité thermique C' est reliée & I’entropie et calculer la capacité thermique
par particule ¢ = C/N dans cette méme limite 7" — 0.



Entropie de la phase solide

17. Dans la phase solide de He & tres basse température, on peut négliger les mouvements des atomes
dont les positions sont localisées sur les nceuds d’un réseau cristallin régulier. Ces atomes peuvent
donc étre considérés comme discernables et leurs spins sans interaction. En déduire qu’a basse
température, I’entropie du solide est donnée par :

ss =kpln2. (10)

Ligne de transition

18. A partir des équations (9) et (10), montrer que la ligne de fusion a une pente négative jusqu’a
une température T dont on donnera I'expression en fonction de la température de Fermi. Com-
parer l'expression numérique de cette température 7* au résultat expérimental de la figure (1).
Comment peut-on expliquer cette différence ?

19. A votre avis, que se passe-t-il lorsque 'on applique un champ magnétique qui tend a ordonner
les spins de He solide ?

C - Retour sur le gaz classique

Dans cette partie qui ne concerne pas 3He, on cherche & retrouver ’expression de I’entropie d’un
gaz classique, a partir de I’expression obtenue a la question 11 de I’entropie d’un ensemble de fermions,
en passant & la limite classique f. < 1.

20. Montrer que dans la limite classique, I’expression obtenue a la question 11 devient

S = —kp /D(e)fe(ln £, —1)de (1)
ou f. est une simple exponentielle.

21. Comparer cette expression a celle du nombre total de particules N et montrer la relation

S(T) = Nks <—ﬁu(T) ¥ ;) . (12)

ou u(T) est le potentiel chimique.

22. Rappel de cours : Tracer qualitativement p(7') a toute température pour un gaz parfait de
fermions et un gaz parfait de bosons.



Probléeme 11 - 6 points - copie jaune
* sk ok

La loi de Stefan-Boltzmann

X 3k ok

La loi de Stefan-Boltzmann exprime la densité d’énergie totale du rayonnement électromagnétique
u=U/V (gaz de photons) en équilibre thermique & la température 7'

uw(T)=KT*. (13)

On peut l'obtenir par intégration sur toutes les fréquences de la formule de Planck (1900) qui
donne 'expression u(v,T') de la densité d’énergie par unité de fréquence (cours). Pourtant, cette loi
a été découverte avant la formule de Planck et donc avant la quantification des échanges d’énergie et
I'avenement de la mécanique quantique.

Elle fut d’abord découverte expérimentalement par J. Stefan, puis elle fut démontrée en 1884 par
L. Boltzmann, a I’aide de deux remarques: (i) une identité thermodynamique (ii) la découverte alors
récente par Maxwell que pour le rayonnement électromagnétique (on parlerait maintenant d’un gaz
de photons), la pression de radiation P est proportionnelle & la densité d’énergie u:

P:%. (14)

Le but de cet exercice est de démontrer la loi de Stefan-Boltzmann, en utilisant les arguments
classiques de Boltzmann (dans une version plus moderne).

1. Rappeler les expressions de ’énergie interne U et du grand potential A en fonction de la fonction
de partition grand canonique. Obtenir ainsi une relation directe entre densité d’énergie interne

et pression :
- opP

2. A partir de cette relation et de la relation (14) obtenue par Maxwell, en déduire la relation
uw(T) = K(a)T* (16)

ou la constante d’intégration K est une fonction du produit a = Bu.
Rappeler pourquoi le potentiel chimique des photons est nul. On obtient ainsi la loi de Stefan-

Boltzmann.

3. Par analyse dimensionnelle, montrer que la densité d’énergie varie comme

u(T) = Cte ChPKL T (17)

ou C'te est sans dimension. Donner les valeurs des exposants ¢, 3,7. La mécanique quantique
n’est pas nécessaire pour obtenir ce résultat, mais simplement ’existence d’une échelle d’action
h caractéristique.

4. On applique maintenant la méme démarche que celle de Boltzmann mais pour des particules
massives. Rappeler la relation entre énergie interne et pression pour un gaz parfait, équivalent
de la relation (14) mais pour des particules massives.



5. En utilisant la relation thermodynamique obtenue a la question 1, et le méme argument que
précédemment, montrer que, pour des particules massives

uw(T)=Cla) T" (18)

dont on donnera la valeur de I'exposant x. C est constante d’intégration qui ne dépend que de
Q.

6. Dans le cas ot « est nul, on en déduit donc la loi de puissance u(T) o< T%. Connaissez vous
un exemple de gaz de particules massives de potentiel chimique nul, pour lequel on trouve
effectivement une énergie variant comme 7T avec 'exposant x trouvé ici?

7. En effectuant la méme analyse dimensionnelle que pour les photons, écrire 'expression de u(7T') (&
une constante multiplicative pres) en fonction de la température 7', de la masse m des particules,
de la constante de Planck et de la constante de Boltzmann. Avez vous rencontré ce résultat dans
le cours?



Quelques points de repére et constantes universelles

Microcanonique FE et N fixés
1 olnWwW
Canonique B =1/kpT et N fixés
e_BE _BE 8111 ZC
pm(E) = 7 Z.(8,N) = %:e g F(B,N)=—kgTInZ, (E) = — 35
2
Energie libre F(3,N) = (E)—TS (AF?) = 0 81;226
Grand-canonique B =1/kpT, a = pu/kpT fixés
e~ PE+aN _BE+aN 0lnZ,
pm(EvN):Tg Zg(ﬁua):%:;e et A(B,a) = —kpT'In 24 (E) =— 5 |.
0lnZ,
(V) = foJe
B
. 5 0’InZ,
Grand potentiel A(f,a) = (E) =TS — u(N) (AE?®) = o5
O*InZ
=-P AN?) = g
AB,0) = PV ann = g

e Identité thermodynamique fondamentale :

dU =TdS — PdV + pdN

e Longueur thermique de de Broglie :

N<(€) =gsV

AT = h

V2rmkgT

e Nombre d’états d’énergie inférieure & une énergie ¢ donnée (en d dimensions) :

Volume de 'espace des k tel que e <¢

(2m)?

ou gs est la dégénérescence de spin.

e Densité d’états D(¢)

— dN< (E)

= D(¢)de est le nombre d’états dans une tranche d’énergie [e, e+de].

e Facteurs de Fermi et de Bose

gﬁ(gk-_u) —1




e Thermodynamique des gaz quantiques

(N)=>"fr . U=(E)=>_ firx
K K

PV =-A=kgThhZ, =4kpT >, In(14e* ) = kT >, In(1 F fi.) avec le signe supérieur
pour les fermions et le signe inférieur pour les bosons.

Constantes universelles

Constante de Planck h =27h=6,63 x 1073* J.s
Charge élémentaire e=1,6x10""YC

5 =2,3%x107% Jm
Masse de I’électron me =9,1x1073! kg
Masse du proton et du neutron mp = 1,67 x 10727 kg
Constante de Boltzmann kp=1,38 x 10723 J. K1
Nombre d’Avogadro Ny =6 x 10%

Conversion température-énergie  1/40 eV ~ kp x 300 K
Perméabilité magnétique du vide po = 47 x 1077 kg.m.A=2.s72
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Probléme I : Fusion de I’hélium 3
%k ok

A - Relations thermodynamiques

On part de I’énergie interne U (.S, V, N), construite comme une fonction des trois variables entropie,
volume et nombre de particules, et de la relation thermodynamique fondamentale rappelée dans le for-
mulaire qui introduit les quantités conjuguées température T, a la pression P et au potentiel chimique

1.
1. A partir de la relation fondamentale rappelée dans le formulaire
dU =TdS — PdV + pudN (1)

on obtient
dA = —SdTI' — PdV — Ndu . (2)

2. A est une fonction des variables T, V, u. Le volume V est la seule variable extensive, donc A est
proportionnel a V. Comme P = —3Z, ona A= —PV.

A=—-PV = dA=—-PdV —VdP = —-SdT — PdV — Ndu (3)

— SdT — VdP + Ndu =0 (4)

et donc, par particule:

dp = vdP — sdT . (5)
4. A I’équilibre, ’entropie est maximale par rapport aux échanges d’énergie, de volume ou de
particules
051 05 051 083 051 059
AS=—-—— A — ——1]A — ——— AN =
S <8E 8E) Q+<av av )2V T \aN T an 0 (©)
On a donc les égalités
051 05 B
87—87 pour, X—E,‘/,N (7)

Ces dérivées de I'entropie par rapport a ’énergie, le volume et le nombre de particules sont
respectivement liées a la température, la pression et le potentiel chimique.



5. Comme du; = dug, on a v dP — s;dT = v,dP — s4dT', d’ou la relation de Clausius-Clapeyron:

dP.(T) 51— sq
= : (8)

V] — Vs

6. Dans les corps usuels, 'entropie du solide est inférieure a I’entropie du liquide car il est plus
ordonné. Par ailleurs, le volume par particule est en général plus petit dans le solide que dans
le liquide :

dP,
>0

§5s <8 et vg <y = . 9
s l s l dT ( )
Un contre-exemple bien connu est celui de I’eau pour lequel la densité du solide est inférieure a

celle du liquide : vy > v, = ‘igf < 0. Voir la figure (3).

critical
28 o E e f)oint
ice
P
1 ...............................................
atm
triple
: point :
0006 [ Water Trolargo dawing
vapor ik
/ \ o 100 374
° 0.01 T C

Figure 1: diagramme de phases de leau. La ligne de fusion a une pente négative, contrairement a la plupart
des corps.

B - La transition solide-liquide de *He

Entropie de la phase liquide

7. La définition de la densité d’états intégrée est rappelée dans le formulaire:

V. 4rk? h?k?
N< (6) = 28?T y avec € = o (10)
ou encore 3/
V[ 2me
L’énergie de Fermi er est ’énergie du dernier état rempli, donc par définition
N.(ep) =N, (12)
et I’énergie et la température de Fermi sont donc données par
n: (N\*?
_ _ 212/3
er = kpTp = (37%)% 5 (V> : (13)



10.

11.

12.

. La masse des atomes considérés comme libres est m* = m = 3m,, ou m, est la masse d’un

nucléon (proton ou neutron. On néglige la masse des électrons.). Par ailleurs N/V = p/m,. On
obtient ainsi
Tr~4,9K . (14)

, A= Qk‘BTZln(l — fz) (formulaire) (15)

i

k

N=2) fr , U=2) fre
3

On utilise la relation rappelée dans le formulaire entre grand potentiel, énergie interne, entropie
et nombre de particules

S = (U A~ uN) = ZW ) = ksTn(1 - f)] . (16)
K

En inversant I’expression du facteur de Fermi f(e) = W, on obtient la relation
+

fz
6E—u:—k3Tln1 k - (17)
— f
que 'on injecte dans la formule précédente pour obtenir finalement
S = —2kp Z felnfe+ Q- foln(1 - f7)] - (18)
Par définition de la densité d’états, pour une fonction ¢(ez), on a 23 ro(eg) = [ D(e)
On obtient ainsi pour l'entropie :
o0
S— —k:B/ D() [f()In fo+ (1 — f)In(1 — f.)]de . (19)
0
Tracé des fonctions thermiques.
! B S inf
1.0 50
0.8 40 0.3r
0.6 30 ot
0.4 20
0.1
0.2 10
0.5 1.0 15 20 0.5 1.0 15 2077 %05 0.5 1.0 15 267
1-f —In (1-f) (1= In (-
L0 (U= In (=)
0.8 30
0.3
0.6
20 0.2
0.4
0.2 10 0.1
05 10 L5 20 05 1.0 15 207" 00 03 10 s 20

Figure 2: Fonctions thermiques.



La fonction de Fermi est telle que, si T'— 0,

e<erp — f~1 , Inf~0 , fInf~0 (20)
e>ep — f~0 , Inf~-00 , fInf~0 (21)

La fonction —f1In f n’est non nulle que sur un intervalle de largeur k7. De méme pour la
fonction —(1 — f)In(1 — f). Ces fonctions étant piquées sur une largeur kg7 autour du niveau

de Fermi. On a donc approximativement S ~ kp fo_Jr:;TT//; D(e)de = kpD(ep)kpT.

D(ep) a les dimensions du nombre de particules N divisé par 1’énergie de Fermi, donc S ~
NkpT/Tp.

Calcul explicite de l’entropie

13. Les changements de variable conduisent a

00 B
S = k3T [ D(u+ 2)F(z)dz + D(u— 2)F(x)dx (22)
—Bu B —00 B
avec In 0
n(e” +
Flz)= ———~ 2
@)= (23)
14. Dans cette limite, les bornes sont infinies et D(p + x/5) ~ D(u) :
2 - m? 2 m? 2
S =2kTD(un) F(x)dx = ?D(,u)kBT o~ gD(eF)kBT (24)

I'intégrale étant donnée dans I’énoncé.

15. On note que la densité intégrée est une loi de puissance N.(€) = Ae%/2, donc la densité d’états
D(€) = dN<(¢)/de = 3Ae'/? = 3N_(€) /e, d’ott la forme demandée.

16. La capacité thermique est donnée en fonction de l’entropie par la relation C' = T'9S/9T. Comme
I’entropie varie linéairement avec T' dans ce domaine de basse température, entropie et capacité
thermique sont données par la méme expression :

c=T—=—kp— . (25)
Entropie de la phase solide

17. Pour une assemblée de N spins 1/2 indépendants, il y a 2V configurations et 1’entropie est donc

Sy = NkpIn2 . (26)

Ligne de transition

18. La différence d’entropie entre le liquide et le solide

2T
5| — 54 = kpg <7T2TF—1n2) (27)



19.

20.

21.

22.

est négative tant que la température 1" est inférieure a la température T donnée par

_21n2
= —

T Tp ~0,14TF ~ 700 mK (28)

Cette température est plus grande que la température observée sur la figure (7% ~ 300mK). Une
explication possible est que la masse effective m* d’un atome >He dans le liquide est supérieure
a la masse m d’un atome libre.

Un champ magnétique ordonne les spins de *He solide. Son entropie qui était Nkp In 2 disparait.
Le solide devient donc maintenant mieux ordonné que le liquide. La ligne de transition liquide-
solide a maintenant une pente positive.

C - Retour sur le gaz classique

Dans la limite classique, f < 1 et Ientropie obtenue a la question (12), ici eq. (19), devient

§= —kB/D(e)fe(ln £, —1)de (29)

avec f. = e* P,

En remplacant f. par son expression, on a
oo
S = kg / e B(Be — a + 1)D(€)de . (30)
0
Par ailleurs, le mombre de particules est relié a la densité d’états par :

N:/OOO D(e)fgde:/oooD(e)eaﬁede (31)

Les deux derniers termes de la relation (30) donnent évidemment Nkp(1—«). Il reste le premier
terme. Comme D(e) est de la forme Ae'/2, ce premier terme est égal &

Ak:B/ ﬁ63/2e°‘_'8€d6 = 3Ak:3/ el/2e0Pege — 3k3/ D(e)ea_ﬁede = §]\fk‘B
0 2 0 2" Jo 2

ou on a effectué une intégration par parties. On peut aussi utiliser les intégrales données dans
I’énoncé. Finalement, en regroupant les trois termes, on obtient (o = Su)

S = Nkp <—ﬁu + 2) . (32)
Rappel qualitatif des variations en température pour un gaz de bosons et un gaz de fermions.
A haute température, le potentiel chimique est négatif et identique pour les deux gaz dans la
limite classique. Pour des bosons, le potentiel chimique tend vers 0 a température nulle (avec
une discontinuité s’il y condensation de Bose & température finie, & trois dimensions). Pour des
fermions, il devient positif. Sa valeur a température nulle est ’énergie de Fermi.



o Vi
53 & kB Tf.’
350 0.5 1.0 15 2.0
T T
) Tr
Fermions Bosons

Figure 3: Variation du potentiel chimique avec la température pour un gaz parfait de fermions a gauche et de
bosons a droite. La courbe en pointillés indique le comportement classique a haute température.

X X X

Probléme II : la loi de Stefan-Boltzmann

* k%
8 dln Z
_ N Zg
v=-(*52), )
1
En éliminant la fonction de partition, on obtient
_ (0BA
‘T ( op > %)
et comme A = —PV, on en déduit:
B opP
v=-(%7), 30
> 1 /9BA o8P 1 /08
u
=7 (%), (57). =3 (%), o
En intégrant
dBu dg
Pl Sl 38
Bu 5 (38)
on obtient
Bucx B3 dou wox TH. (39)

La constante d’intégration est a priori fonction de a. Mais c’est ici une vrai constante puisque
« est constant et nul.



3. On fait d’abord apparaitre le produit (kgT)* = + = 4. On a ainsi

énergie , .
M = Céhﬁ [energle]4
et
[(]=L.T7' | [H]=ML2T"! et [énergie] = M.L2. T2
1 5
_=nf
[volume][énergie]3 ¢
1 5 =5 28 rp—

— =0=-3
On obtient donc

. kT
u(T) = Cte (o) (40)
4. 3
u=-P.
2
> 1 (054 93P 2 (95
u
= (5), - (5).- 3 (%), “
En intégrant
dBu  3dB
By 28 (42)
on obtient
Buo B2 dott wo T2 . (43)

6. En dessous de la température de condensation de Bose-Einstein, le gaz saturé est un gaz de
particules de potentiel chimique nul et son énergie varie en effet comme T5/2,

m3/2

w(T) = Cte — (kpT)*? . (44)

C’est la densité d’énergie du gaz de Bose saturé, c’est-a-dire en dessous de la température de
condensation de Bose-Einstein.
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Thermodynamique de cristaux ferromagnétiques

X >k 3k

On donne les intégrales :

o0 1/2 o0 3/2
/ de—~"_ ~232 / doe—— ~1,78 (1)
0 1 0 1

ea:_ 633_

On se propose d’étudier quelques propriétés de composés ferromagnétiques, notamment les com-
portements a basse température de leur capacité thermique et de leur aimantation. On laisse de coté
les degrés de liberté associés aux électrons de conduction et aux vibrations du réseau cristallin.

Pour cela, on considere tout d’abord une chaine unidimensionnelle de N atomes identiques, chacun
portant un moment magnétique :

fi=v8=~hS (2)

proportionnel a son moment cinétique S=nS (par exemple de spin). Le coefficient ~ est le rapport
gyromagnétique. On considere ici que les spins sont des vecteurs classiques de longueur S fixée
(sans dimension) et leur interaction est décrite par 1’énergie d’échange entre atomes premiers voisins
(interaction de Heisenberg) :

E=-J)Y S S - (3)

Cette interaction, si l'intégrale d’échange J est positive, favorise I'alignement parallele des spins et
donc un état ferromagnétique a température nulle : tous les moments sont alignés le long d’un axe
noté Zz.

A température T finie, cette configuration est perturbée a cause de 'agitation thermique. On cherche

a décrire, a basse température, ’écart a ’ordre ferromagnétique. Le but de ce probleme est de calculer
la capacité thermique et 'aimantation de la chaine a température finie.



A - Ondes de spin

1. Montrer que 'on peut décrire l'interaction (3) comme 'action d’un champ magnétique effectif
B,, agissant sur I’atome n de la part de ses deux voisins n + 1 et n — 1. Donner ’expression de
ce champ effectif. Montrer que I’équation différentielle liant le mouvement du spin S, a celui de

ses deux voisins s’écrit : .
s, J = _ .
o Esn A (Spg1+ Sn—1) - (4)

On rappelle pour cela I’équation classique du moment cinétique S

—

dsS -
T C (5)

ouC = T B est le couple appliqué.

2. L’équation précedente (4) est non linéaire et difficile a résoudre. A partir de maintenant, on se
limite a I’étude de petits mouvements autour de I'alignement ferromagnétique, parallele a 1'axe
Z. Ainsi S*, Sy < S et on ne garde que les termes linéaires en S% et Si. A cet ordre, on a donc

Sz ~ S et les déviations sont dans le plan Z, ¢/, comme le montre la figure 1. Ecrire les équations
différentielles pour les deux coordonnées SZ, Sy.

(a) (b)

135954505 S0
XL @ n+éon

Figure 1: (a) Onde de spin. (b) S, = ST +iSY et SZ sont les coordonnées du vecteur S,,.

—

3. En adoptant une notation complexe S, = S% + i S}, remplacer les deux équations précédentes
par une seule équation différentielle reliant les S,,. Montrer qu’elle s’écrit

Sy, JS
H = —Z?(2Sn — Sn+1 — Sn_l) . (6)

4. On cherche des solutions sous la forme d’une décomposition en modes propres

1 P
S, = § :Sk ez(kna—wkt) ’ 7
VN £ @)

ou a est la distance entre atomes et les S; sont des amplitudes complexes. Pour une chaine
de N atomes, quelles sont les valeurs de k permises si on choisit des conditions aux limites
périodiques ?



5. Montrer que la pulsation wy et le vecteur d’onde k vérifient la relation de dispersion :

hwy, = 2JS(1 — coska) . (8)

Ces modes propres de fréquence wy qui décrivent 'oscillation de l'orientation des spins sont
appelés ondes de spin.

6. Tracer la relation de dispersion. Donner I'expression de la pulsation maximale wy,q,. Simplifier
la relation de dispersion obtenue dans le cas d’une onde dont la longueur d’onde est grande
devant a. Dans la suite, on écrira la relation ainsi obtenue sous la forme

hw, = AK? . 9)

Donner 'expression de A. Expliquer pourquoi on peut définir une masse m, de 'onde de spin,
et donner 'expression de cette masse. Comparer & la relation de dispersion des phonons.

7. En fait la composante S7 le long de 7 est inférieure a S et la correction est d’ordre deux en
S, = S% 448y (figure 1). A partir de la relation |S,|? = (52)2 + |S,|> = S? pour la longueur du
spin, montrer que 'aimantation totale selon ’axe z s’écrit, dans la limite de petits déplacements :

1 )
M, = NS — — 2 1
Z 'yﬁ< s 25%)1&1) (10)
On démontrera d’abord la relation

Do ISl = 1Sk (11)
n k

en utilisant 1’'identité

> €= Nék (12)
n=1,N

lorsque K est multiple de 27/Na.
8. Toujours dans la limite |S,| < S, montrer que
g . d 2 1 2
Sn'Sn+1 :S —§|Sn—5n+1| . (13)
On rappelle que les S, (sans fleche) désignent la notation complexe.

9. En déduire que ’énergie totale d’interaction peut s’écrire

1 N
E=-NJS? + 55 > 18k]? huwy, - (14)
k

B - Quantification des ondes de spin : Magnons

La quantification des ondes de spin s’effectue de la méme maniére que pour les photons et les
phonons. On consideére que chaque mode de fréquence wy, est porté par une quasiparticule appelée
magnon dont ’énergie €, = hwy, en fonction du vecteur d’onde est donnée par la relation de dispersion



(8). Leur facteur d’occupation est donné par la distribution de Bose pour des particules en nombre
indéterminé (c’est-a-dire p = 0):

1
ng = n(hwy) = B ra— (15)
ekBT — 1
L’énergie totale de la chaine, moyenne thermique de la relation (14) s’écrit donc :
U(T) = (E) = —NJS+> ny huwy . (16)

k

10. En comparant les expressions (14) et (16), montrer que la valeur moyenne thermique (|Sy|2) est
proportionnelle au facteur de Bose. En déduire I’expression de I'aimantation moyenne M, (T) =
(M).

On a ainsi écrit les deux quantités auxquelles on s’intéresse en fonction d’'une somme sur les modes
k avec le facteur de Bose ng. Il reste maintenant a calculer explicitement U(T') et M, (T).

C - Thermodynamique des ondes de spin

Les atomes précédents sont maintenant placés aux N noeuds d’un réseau cubique de parametre
de maille a a trois dimensions. On généralise ainsi la description de la chaine précédente.

11. Sans refaire de calcul, montrer ce que devient la relation de dispersion (8) a trois dimensions,
en fonction des trois composantes du vecteur d’onde k = (kz, ky, k). Que devient la pulsation
maximale Wyqz?

Dans la limite des grandes longueurs d’onde, montrer que la relation de dispersion est toujours
donnée par la relation quadratique (9) ou k est le module du vecteur d’onde k a trois dimensions.

12. On veut calculer maintenant énergie interne et aimantation a température finie 7. Montrer
qu’elles peuvent s’écrire en toute généralité comme des intégrales sur les énergies € = hw :

hu)maz
U(T)=-NJS* + / en(e) D(e) de (17)
0
et

hwmaz
AM.(T) = M = M.(T) = +h /0 n(e) D(e) de (18)

ou n(e) est le facteur de Bose, D(¢) est la densité d’états a ’énergie € (que 'on ne calculera pas
a ce stade) et M = M,(0) = yAN S est 'aimantation a température nulle.

13. Montrer que si la température est suffisamment faible (préciser qualitativement le critere), on
peut étendre les intégrales précédentes jusqu’a l'infini et utiliser la relation de dispersion obtenue
a basse fréquence (éq. 9).

14. Pour cette relation de dispersion, calculer la densité d’états intégrée N (¢), puis la densité d’états
D(e), nombre d’états de magnons compris entre les énergies € et € 4 de, a trois dimensions.

15. Calculer explicitement l'aimantation a basse température. Montrer que la variation relative de
I’aimantation vérifie la loi, appelée loi de Bloch :

/
AM.(T) _ 0,059 <kBT>3 2 19)

M S JS



16.

17.

18.

19.

20.

21.

ot M = M,(0) =~hNS est Paimantation a température nulle.

De la méme facon, montrer que la capacité thermique & basse température varie comme :

3/2
C(T) = 0,113 Ny <]“BT) .

73 (20)

La figure 2 montre la variation de la capacité thermique par unité de volume en fonction de
la température, pour du grenat Y-Fe. Plus précisément, on a tracé C(T)/T%/? en fonction de
T3/2. Expliquer la raison de ce choix et en quoi cela prouve, en plus de la contribution des ondes
de spin, l'existence d’une autre contribution a la capacité thermique. Quelle est cette autre
contribution ?

00—
[t}

5 V4 10

4 6
T3/2 (K3/2)

Figure 2: Capacité thermique du grenat yttrium-fer.

En déduire la valeur du couplage J/kp en kelvins. On donne S = 14,2 et a = 12,38 Al

Sur la base de ces valeurs numériques, justifier 'approximation faite sur la borne supérieure
d’intégration et le développement de la relation de dispersion.

Plus généralement, pour un réseau a d dimensions, montrer que la capacité thermique et ’aimantation

varient en loi de puissance & basse température :

AML(T) =« T¢
C(T) x T¢ (21)

ou « est un nombre qui dépend de la dimension de l’espace et que I'on déterminera. On ne
calculera pas les intégrales explicitement.

Montrer que pour d < 2, l'intégrale intervenant dans le calcul de I'aimantation diverge. Que
peut-on en déduire physiquement?

Retour a trois dimensions. L’échantillon est soumis a une induction magnétique B parallele a
son aimantation, c’est-a-dire le long de I'axe 2. Que devient 1’équation du mouvement (4) 7 Et
par conséquent que devient la relation de dispersion (9) ?



22. Qu’attend-on a priori pour les propriétés thermodynamiques a basse température quand la
relation de dispersion présente un gap 7

23. Calculer la nouvelle dépendance en température de I’aimantation et de ’énergie interne. On les
écrira sous la forme

AM(T,B) = AMz(T,O)F(kiT> (22)
U(T,B) = U(T,0) G(&) (23)

ou A = yhB. On donnera les expressions des fonctions F(b) et G(b) sous la forme deux intégrales
qu’on ne calculera pas.

24. Ces fonctions sont tracées sur la figure 3. En bonne approximation, elles décroissent expo-
nentiellement. Commenter ’évolution du moment magnétique en fonction du champ et de la
température, en particulier dans les limites A > kgT et A < kgT.

1.0 T T T 1.0
0.8 1 0.8t
~ 0.0 _. 06
=04l =04
a2 [/
0.0 0.0 L : .
0 1 2 3 4 a 1 2 3 4
b= AlkgT b = AlkgT

Figure 3: Fonctions F(b) et G(b).

Exercice - 6 points - copie jaune
* % %

Bosons dans un systéeme a deux niveaux

* % %

On considere un ensemble de bosons identiques de spin nul et sans interaction, pouvant étre dans
deux états, ’état fondamental f d’énergie 0 et 1’état excité e d’énergie €. Le systéme est en équilibre
a la température T. Puisqu’il n’y a que deux états possibles pour chaque boson, c’est un probleme
simple qui peut se traiter aussi bien dans ’ensemble canonique que dans I’ensemble grand canonique.
Toutefois les grandeurs physiques n’étant pas ici extensives, certains particularités apparaissent dans
la description des fluctuations.



10.

11.

12.

. On considere tout d’abord 1’équilibre grand canonique a la température T' et au potentiel chim-

ique p. Calculer la fonction de partition grand-canonique Z,(7', o) (on pourra noter o = fSp).

. En déduire le nombre moyen de particules (N) en fonction du potentiel chimique p. Donner

I'expression du nombre moyen d’occupation (facteur de Bose-Einstein) de chacun des deux états
[ et e, dénotés respectivement par (nys) et (ne).

. Pour (N) — oo, montrer que ;x — 0. Comment p dépend il de (N) dans cette limite? Montrer

que, dans la limite (N) — oo :
€

Pourquoi "énergie interne n’augmente-t-elle pas quand (N) continue d’augmenter ? Montrer
que dans la limite kT > €, on a simplement U = kpT.

. Montrer que pour les deux niveaux d’énergie (i = e, f), les fluctuations (An;)? = (n?) — (n;)?

(2
du nombre de particules dans chaque niveau d’énergie sont données par

(Ang)? = (ng) + (n3)* . (25)

Dans les deux questions suivantes, on notera on; = y/(An;)? et on considerera la limite (N) —
0.

. En déduire que les fluctuations relatives dn./(n.) du nombre d’occupation de I’état excité sont

d’ordre 1 & haute température et qu’elles divergent a basse température.

Montrer que les fluctuations relatives dng/(ns) du nombre de particules dans le fondamental, et
donc les fluctuations du nombre total de particles, sont d’ordre 1.

. On considere maintenant 1’équilibre canonique, c’est-a-dire que le nombre N de bosons est fixé.

Identifier les états possibles de ce systeme de IV bosons et en déduire la fonction de partition
canonique Z.(T, N).

. Calculer I’énergie interne U, et vérifier que si N — oo, elle tend vers la méme limite que celle

trouvée a la question 3.

Toujours dans la limite N — oo, montrer que les fluctuations de I’énergie sont données par
(AE)? = ¢ (E) + (E)? . (26)

En déduire que, tout en ayant un nombre total N — oo de particules fixé, les nombres de
particules dans le fondamental et dans I’état excité fluctuent

_v

2
<Anf>2 = <An6>2 = + v

- (27)

Ainsi le fondamental joue le role d’un réservoir de particules pour I’état excité. Vérifier que 1'on
retrouve le résultat grand canonique pour (An.)? (mais pas pour (Any)?).

Montrer que les expressions de Z,(T, a) et de Z (T, N) obtenues aux questions 1 et 8 vérifient
bien la relation -
Zy(T,a) = > Ze(T, N)eN . (28)
N=0



Quelques points de repére et constantes universelles

Microcanonique FE et N fixés
1 oW
Canonique B =1/kgT et N fixés
e PE _8E 0lnZ,
P(E) = — 2B N) = 2 e F(B,N) = ~kgTIn Z, (E) =33
2
Energie libre  F(3,N) = (E) - TS (AE?) = 881;220
Grand-canonique B =1/kpT, a = pu/kpT fixés
e BE+aN Oln Z
= — = _BE+QN = — _ — 9
Pu(EN) = —5— Z(f.0) ZNj; A(B,0) = ~kpTIn Z, (E) 5.
0lnZ
N = g9
=5
) 9 9*In Z,
Grand potentiel A(B,a) = (E) =TS — u(N) (AE®) = 052
9’InZ
=-P AN?) = g
Ap,a) =PV v = S5

e Identité thermodynamique fondamentale :
dU =TdS — PdV + pdN

e Longueur thermique de de Broglie :

h
V2mmkpT

e Nombre d’états d’énergie inférieure & une énergie € donnée (en d dimensions) :

AT =

Volume de 'espace des k tel que e < ¢
(2m)d

No(e) =V

e Densité d’états D(e) = d]\i_(g) : D(e)de est le nombre d’états dans une tranche d’énergie [e, e+de].

e Facteurs de Fermi et de Bose




e Thermodynamique des gaz quantiques

N =>"f , U=(E)=Y fer , PV=-A=kpThz,
k k

avec

. 1
fermions __ a—L(e bosons __
zle —1;[(1+e oo,z S—Hil_ea—ask :
k

Constantes universelles

Constante de Planck h =2rh=6,63 x 1073* J.s
Charge élémentaire e=1,6x10"1C

= =23x10%Jm
Masse de 1’électron me =9,1x 1073! kg
Magnéton de Bohr up = 2%1 =9,27x 10724 J 7!
Rapport gyromagnétique de 1’électron ~v = — 2726
Masse du proton et du neutron mp = 1,67 x 10727 kg
Constante de Boltzmann kp=1,38x10723 J. K~!
Nombre d’Avogadro Ny =6 x 10%
Conversion température-énergie 1/40 eV ~ kp x 300 K
Perméabilité magnétique du vide po = 4m x 1077 kg.m. A~2.s72
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Corrigé

X X X

Probléme : Thermodynamique de cristaux magnétiques

* ok %

A - Ondes de spin

1. L’interaction entre un spin §n et ses deux voisins contient les termes —J §n . (§n+1 + gn,l). Elle
est de la forme

—fip - Bn=—-vhS, By, (C.1)

ce qui définit un champ effectif én = %(5}1“ + §n_1). L’équation du mouvement classique du

moment cinétique S=nS

dhS
dt
conduit a ’équation du mouvement :

—jiNB=~hSAB (C.2)

ds I
d—f:’yS/\B. (C.3)

Le spin gn est soumis a un champ effectif de la part de ses deux voisins n =+ 1.

S, Jz .= <
W = ESn VAN (Sn—l + S?’H-l) . (C4)

2. Dans la limite de petits déplacements autour de l’alignement ferromagnétique, on a S7 ~ S. La
linéarisation de 1’équation (C.4) conduit a

d 0 St + S SE 0
d n n+1 n—1 n
d—i = % 0 | A Sy +S_ |+ % SyoIAl O (C.5)
S 0 0 25

d’otu les deux équations couplées :

ds? JS

dt = i (QS% - Sg+l - ngl)

dsy JS " "

dt = - B (QSn Mo+l T Snfl) : (CG)

3. En introduisant la notation complexe S,, = S* + S}, ces deux équations peuvent étre récrites
sous la forme :

as, JS
W = *Z?(2Sn — Sn+]_ — Snf]_) . (C?)



4. Les conditions aux limites périodiques imposent S; = S, 41, donc e?*Ve
valeurs de k :

=1, ce qui quantifie les
_ 2nm

Na avec n=1,---N .

(C.8)
5. En transformée de Fourier, cette équation devient
-3 JS ika —ikay &
—iwSy = —i— (2 — " — e ") S, (C.9)
ce qui conduit a la relation de dispersion
fuww = 2JS(1 — coska) . (C.10)

6. La pulsation maximale est donnée par hwpq, = 4J.5 et dans la limite de grande longueur d’onde,
c’est-a-dire de basse fréquence w < wWpqz, ON A :

21.2
hw:ﬁ%HzAH;Zk, (C.11)
e

ce qui définit A = JSa? et une masse effective m. = h?/(2JS5a?) = h?/(2A4).

2.0
el
3
= y0f
=

0.5¢

0.0

Figure 1: Relation de dispersion des ondes de spin.

7. En développant au plus bas ordre la relation

2
S = \/S2 |8, |2 25—@ , (C.12)

l'aimantation totale M, s’écrit

1
M, =~hY S =~h (NS—%Z|Sn|2> : (C.13)

Calculons la somme :

502 = 37§y b)) (C.14)
kK’

En sommant sur n et en utilisant la relation (E.11) de I’énoncé, on obtient :



S ISalP =) 1Sk (C.15)
n k

d’ou la relation demandée pour 'aimantation :

M, =~h)_Si= (NS - Z |sk|2> (C.16)

8. Développons la quantité

— — — —

(S —8n41)? =82 +82,, 25,8041 =258, -S,41) . (C.17)
Par ailleurs
(S = Spy1)? = (S5 — ﬁ+1)2 + (55 — Sz+1) = [Sp = Snyaf? (C.18)

la contribution (SZ — SZ, )% étant d’ordre supérieur. Par conséquent

R 1
Sy - Spi1 = S% — 319 = Sl (C.19)
9. L’énergie totale s’écrit donc:
= = J
E = —Jzn: Sp - Spi1 = —NJS? + 5 znj 1Sn — Sna1]? . (C.20)
Il reste a effectuer une transformée de Fourier analogue a celle de la question 7 :

‘Sn _ Sn+1‘2 Z SkS* i(kna— wkt)( N eika)efi(k’nafwk/t)(l . eik’a) ) (021)
kk’

En sommant sur n et en utilisant la relation (E.11) de I’énoncé, on obtient :

D 180 = SnpalP =) ISP 1 — e =2 " |S[(1 — coska) . (C.22)
k

n k

En introduisant la pulsation hwy = 2JS(1 — cos ka), 'énergie s’écrit :

1 N
E=-NJS®+ o > 15k hwy . (C.23)
k

B - Quantification des ondes de spin : Magnons

10. En comparant les relations (E.13) et (E.15) de I’énoncé, on en déduit la moyenne thermique
1 A
7S<|5k’2> = Nk (C.24)

de sorte que la moyenne thermique de 'aimantation (équation 10 de I’énoncé) est donnée par

M (T) = (M) = ~h <NS — an) . (C.25)
k



11.

12.

13.

14.

C - Thermodynamique des ondes de spin

Un atome situé en R est maintenant couplé a deux voisins le long de chaque direction R+ at,
R+ ay, R+ aZ. L’équation du mouvement (E.4) de 1’énoncé devient

dkg:ﬂ J — — = — — — —
R __
7 = 7R N Ohrar T 5h 0z T Sirag T Shag T Shraz T SR a2) - (C.26)

La linéarisation de cette équation analogue aux étapes (C.5-C.7) conduit a :

dSz J
R _ .
dt _Zﬁ (6Sﬁ o SﬁJraf o Sﬁfa:f - Sﬁ+a?j - S}_%;ag - S_)Jraz” o Sﬁfaz”) (C.27)
La décomposition en modes propres
1 A B
Sg=—=_ Spetfizet) (C.28)
R k )
\/ﬁ E
conduit a la généralisation de (C.10) & trois dimensions :
Tw = JS(6 — 2cos kya — 2cos kya — 2coska) . (C.29)
Le développement pour petit k& donne encore
hw = AK? (C.30)

mais cette fois ci avec k? = kﬁ + ki + kg La pulsation maximale wy,q; est donnée par Awyq: =
12JS.

Il s’agit maintenant de remplacer chaque somme discrete sur les vecteurs d’onde par une intégrale
sur les pulsations. Par définition de la densité d’états, pour une fonction p(wy), on a

> ol = [ ole =) D(e)ae (C.31)
K

d’ou les deux relations demandées.

Si kT < hwmag, seuls les modes de basse énergie sont excités. Le facteur de Bose décroit
exponentiellement pour des énergies supérieures a kgT. Pour les modes de basse énergie qui
seuls contribuent a l'intégrale la relation de dispersion basse fréquence est suffisante. Par ailleurs
la valeur de l'intégrale ne change pas si on remplace la borne supérieure par oo.

La densité d’états intégrée est donnée par

vV 4mk3
Nc(e) = OOk 7; avec €= hw = Ak? (C.32)
T
V. /e\3/2 N / € \3/2
N =5m(3) =52 (55) (C.33)
On a utilisé A = JSa? et le volume V = Na?. En dérivant, on obtient la densité d’états :
N



15.

16.

17.

18.

19.

La décroissance de 'aimantation est donnée par

hwomaz N o) 61/2
AM, = ’yh/o n(e)D(e)de = 7h47r2(JS)3/2 /0 e 1d6 (C.35)
En introduisant la variable sans dimension z = (e :
N (kpT\*? [ g/?
A h d C.36
Mz =7 < JS ) /0 ew — 1" ( )

et comme M = yANS,

/ keT\*? 232 (kpT\** 0,059 (kpT\*? ©37)
47r25 JS 425 \'JS ~ s \UJs '

d’ou le résultat demandé.

L’énergie interne AU(T) = U(T) + NJS? est donnée par

N 00 3/2 N (krT 5/2 poo  .3/2 1.78 knT 5/2
AU(T) = / 7 ge= N (kpT) / T g = LI N BT 5
4m2(JS)3/2 efe—1 4m? (JS)3/2 e’ —1 42" (JS)3/2
Par dérivation, on en déduit la capacité thermique :
dU kpT\*/?
T) = =0,113N . .
c(T) ¥ =0,113 kB(JS) (C.39)

La dépendance de C(T)/T3/? en fonction de T3/2 est linéaire, ce qui veut dire que la capacité
thermique varie comme C(T') = AT 3/2 4 T3, Le premier terme est la contribution des ondes de
spin (magnons) et le second est celle des vibrations du réseau (phonons). L’ordonnée a 'origine
donne donc la contribution des magnons (alors que celle des phonons est donnée pas la pente).

La capacité thermique est ici donnée par unité de volume. 1l faut donc diviser le résultat par V'
et comme N/V =1/a3, on a

0,113k [k \>/?
C1u.volume = TB <J§'> = )‘TS/Q (040)
D’aprés la figure A = 3,4J.K%/2.m3

0,113kp (kg \>? JS  [0113kg\?*/?
A a3 <JS> 5 kg a3 39 (C41)

et comme S = 14,2, on en déduit le couplage J = 2,7 K.

L’énergie de coupure est fwmqe, = 12JS = 468 K et la mesure est effectuée a basse température
ou est effectuée 'expérience. Les approximations faites étaient donc justifiées.

Ad dimensions, la densité d’états varie comme €%/271 et par conséquent :
0o d/2—1 0 ,.d/2— 1
AM, / e de x T2 / (C.42)
e [R—
0o d/2 oo ,.d/2
AU(T) / e de o T2+ / A (C.43)
0 ere — ]. 0 et — ].

Aimantation et capacité thermique varient donc toutes deux comme T' /2,



20. L’intégrale pour 'aimantation varie comme

00 pd/2-1
/ dx (C.44)

0 et —1
A petit z, Pintégrande varie comme z%2~2 et par conséquent I'intégrale diverge si d < 2. Cela

veut dire que le calcul supposant de petits déplacement devient incorrect. L’aimantation est
nulle a température finie.

21. Le champ magnétique vu par 'atome n est maintenant le champ effectif plus le champ extérieur
B :

By ="(Sp41+5,1)+ B (C.45)
L’équation du mouvement (C.4) devient donc :
s
dt — h
et la relation de dispersion (C.30) devient :

gn A (§n+1 + Snfl) + 7§n VAN g (0.46)

hwy = Ak* + B . (C.47)

22. A priori, quand le spectre en énergie présente un gap A, la dépendance en température des
propriétés thermodynamiques présente un comportement exponentiel du type e~ B/

23. Le spectre des excitations est maintenant € = Ak? — Ak%? + A ou A = yhB. La densité d’états

intégrée est donc modifiée puisque le volume de I’espace des k ne varie plus comme k® = (i)g/ 2,
. _AN3/2 cr s 1rs . . .
mais comme k3 = (%) / . La densité d’états, qui est nulle pour ¢ < A varie maintenant

comme /e — A au lieu de /e. Les intégrales E.17 et E.18 de I’énoncé deviennent donc :

00 0 _ 1/2
UT) o [ ele— A 2nede o2 [ EEZBAT (C.48)
A BA et —1
00 () _ 1/2
AM, x / (e — A %n(e)de T3/2/ (xegcﬁAl)dx (C.49)
A BA -

En comparant au cas B = 0, on obtient ainsi les fonctions F'(b) et G(b) en définissant b = SA :

0o _ 1n\1/2
/ (=07,
b

T _ o} _ p\1/2
F(b) =2 6931/21 - 0,431/b (xexf)ldx (C.50)
/0 - 1dx
00 —b 1/2
/ m(iz —)1 dz ® g(x —b)'/?
G(b) = “— e =0, 561/b W (C.51)
/0 . ldiL'

24. Lorsque A < kgT, le comportement est la loi de puissance T3/2 observée en champ nul. Dans
la limite opposée, comportement exponentiel.
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Exercice : Bosons dans un systéme a deux niveaux

X 3k 3k

. La fonction de partition grand canonique est donnée par l’expression générale

1

Z4(B, ) = 1;[ 1 _ ea—Ber (C.52)
Ici, il a deux états d’énergies 0 et €, donc
1 1
Zy(B.0) = = (C.53)
. Le nombre moyen de particules est donné par

oln Z 1 1
N = 9 — C.54
= (T )B L R S (.50

Les deux termes représentent les facteurs d’occupation respectivement dans le fondamental et le

premier état excité:
1 1

(ng) = —a_1 5 (ne) = e — (C.55)

. Si (N) — o0, le premier terme diverge comme —1/a. Le potentiel chimique tend donc vers 0, si
(N) tend vers oo, comme pu = —kT'/(N). Les particules sont quasiment toutes condensées dans
le fondamental. L’énergie interne est donnée par

€

. Si on rajoute des particles, elles se condensent dans I’état fondamental. Le nombre de particules
dans Pétat excité sature a la valeur 1/(e¢ — 1) qui tend vers kT'/€ & la limite classique kT >> e.
Dans cette limite, I’énergie moyenne est égale a k7.

2
. Comme les fluctuations sont données par g 61222 2 on en déduit les fluctuations pour chacun des
deux niveaux
o Ong)  efrr—1+41

(Ang)* = ——= = (ePe—a —1)2 = (n;) + (n;)>  (Einstein) (C.57)

. A haute température (ne) ~ 22T > 1 donc (ne)2 > (ne) et

€

One

(re)

(Ang)? ~ (n,)? = ~1 (C.58)

A basse température, (n.) < 1

(Ang)? ~ (ne) = >1. (C.59)

1
<n6> <ne>
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11.

12.

Dans la limite N grand,

(Ang)? ~ (AN)?> = N + N? ~ N? oy N (C.60)
(ng) N

. Les états possibles sont (# de bosons dans le fondamental, # de bosons dans 1’état excité)=

(N,0),(N—-1,1),--- ,(N—=n,n),---, (0, N) d’énergies respectives 0,€,--- ,ne,--- , Ne. La fonc-
tion de partition canonique est donc donnée par :

N Cpne 1 e—Be(N+1)
n=0
. L’énergie interne est donnée par
0lnZ, € (N +1)e
U=- a3 = Be_1 SNt _1° (C.62)
Lorsque N — oo, on retrouve le méme résultat que le résultat grand canonique.
Les fluctuations de I’énergie sont données par :
0*InZ NE) o141
AE)?* = C=— = =e(E) + (E)*. C.63
< > 862 66 € <eﬂe_a—1)2 6< >+< ) ( )

Comme I’énergie du fondamental est nulle et ne fluctue pas, cette fluctuation de I’énergie est celle
de I’énergie de ’état excité. C’est donc que le nombre de particules dans I’état excité fluctue et
comme le nombre total de particules en canonique est fixé, c’est aussi la fluctuation du nombre
de particules dans le fondamental. Ainsi le fondamental joue de role de réservoir de particules
qui s’échangent entre le fondamental et 1’état excité. Les fluctuations sont données par

E FE?
(Ang)? = (Ane)® = = + = (C.64)
€ €
ce qui est similaire au résultat de la question 5.
On vérifie que
Zy(B,0) =Y Ze(B, N)e™N (C.65)

N=0

En effet,

o 1— 6766(N+1)

1 > > 1 1 e Pe
- - ""aN _ - aN _ —fe (a—Be)N | _ _
Z 1_eBe ¢ T 1_ePe (Ze ¢ Ze )_1—6_56 [l—ea 1 — ex—pBe
N=0 N=0 N=0
(C.66)
d’ou finalement la vérification demandée.
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Durée : 3 heures

Le probleme et l’exercice sont indépendants. Veuillez rédiger le probleme sur copie rose et l’exercice
sur copie jaune.

Un formulaire est proposé a la fin de ce texte.

Probleme - deuz heures conseillées - copie rose

X >k 3k

Ferromagnétisme d’électrons itinérants

X ok X

Une formule utile, le développement de Sommerfeld. Pour une fonction g(€), on a le développement
basse température :

> . w° 2
| st@sde = [ aterde+ T ter) - (1)

ou encore o 7T2
| st @ = =g = T 5T e+ 2)

ot f(e) = m est le facteur de Fermi et p = u(T) est le potentiel chimique. On rappelle que
ep = uw(T =0).

Dans un isolant ferromagnétique, ’ordre magnétique est da a ’alignement des moments magnétiques
localisés sur les sites d’un réseau. Dans un métal, les électrons qui portent le moment magnétique ne
sont pas localisés aux sites d’un réseau, ils sont dits ”itinérants”. On cherche & décrire ici comment
I'interaction entre ces électrons peut conduire & un magnétisme spontané.

On commence par considérer un gaz d’électrons plongé dans un champ magnétique B constant et
uniforme. Du fait de I'interaction Zeeman de leur moment magnétique avec le champ, le gaz d’électrons
acquiert une aimantation M proportionnelle au champ appliqué. Ce phénomene est désigné sous le
nom de paramagnétisme de Pauli.! C’est 1’équivalent du paramagnétisme de Curie vu en PC pour
des moments localisés.

'Le champ magnétique modifie aussi la trajectoire des électrons, ce qui contribue & une contribution ”orbitale”
I’aimantation. Cette contribution n’est pas considérée ici.



Le but de ce probleme est d’abord de décrire ce paramagnétisme de Pauli, puis de montrer
qu’en présence d’interactions entre électrons le systeme peut présenter une aimantation spontanée en
I’absence de champ magnétique.

Les électrons de la bande de conduction d’'un métal sont d’abord traités comme des particules
sans interaction dans une bande d’énergie caractérisée par une densité d’états D(e) ou e est I’énergie
cinétique. Dans un champ magnétique, 1’énergie d’un électron devient

E=¢+oupB (3)

ou o = *1 et up est le magnéton de Bohr. On rappelle pour cela que la projection du spin de I’électron
le long d’un axe de quantification z, ici la direction du champ magnétique, est s, = oh/2 avec o = £1.
Son moment magnétique est pu, = —(e/m)s, = —(eh/2m)o = —upo et Uinteraction Zeeman est
—iy B = ocupB. En présence du champ, on a donc deux populations d’électrons indépendants, de
spins opposés.

Cas sans interactions

1. Rappeler, en vous aidant au besoin du formulaire, pourquoi la densité d’états D(e) d’électrons
libres & trois dimensions se comporte comme D(e) o €® olt on précisera la valeur de I'exposant
b. Dans la suite on n’utilisera pas cette dépendance, sauf quand on considérera explicitement le
cas du gaz d’électrons libres a trois dimensions.

2. Montrer que les densités d’états pour les électrons de spin positif (1) ou négatif () sont égales
a %D(E + upB), en précisant bien pour chaque projection du spin quelle est la densité d’états
correspondante. Représenter les deux densités d’états en précisant pour ces deux populations la

position du fondamental et celle du niveau de Fermi.

3. On note N, le nombre total d’électrons de spins o et N le nombre total d’électrons N = N| + Nj.
Montrer que I'aimantation acquise par le gaz d’électrons est :

M =Ny = M) =2 [ D - )~ f(e 4 nnB)de @)

ott f(€) = 1/(ePc=#) 4 1) est le facteur de Fermi. p est le potentiel chimique (que l’on ne
confondra pas avec le moment magnétique p, ou le magnéton de Bohr ). On rappelle que le
rapport gyromagnétique pour les électrons est négatif.

4. Que devient cette expression dans la limite de champ faible 7 On développera la relation
précédente au premier ordre en champ.

5. On définit la susceptibilité x(7") comme la réponse linéaire de ’aimantation au champ extérieur,

par unité de volume :

1 oM
X(T) =% 55 (5)
V 0B |5_,
et on note yo(7") son expression en l’absence d’interaction entre électrons. Donner I’expression de
Xo(T') sous la forme d’une intégrale de la densité d’états. Que devient son expression yo(7" = 0)
a température nulle 7 On note ep ’énergie de Fermi.



6. Pour des électrons libres a trois dimensions, montrer que la susceptibilité peut se récrire

_3N up
2V kgTr

Xo(T' =0) (6)

ou Tr est la température de Fermi. Comment ce comportement se compare-t-il & celui de la
susceptibilité de Curie pour des moments localisés 7

7. En utilisant le développement (2), dit de Sommerfeld, écrire la susceptibilité & basse température
(T < TF) en fonction de la densité d’états et de ses dérivées, et du potentiel chimique pu (7).

Pour les deux questions suivantes, on utilisera un développement de Taylor au premier ordre en
w de la densité d’états et de la densité d’états intégrée :

Ne(p) = Ne(ep) + D(ep) (p—ep) +---
D(n) = D(ep)+D'(ep) (u—er)+-+ ,

ot Nc(€) est la densité d’états intégrée: N.(e) = [5 D(¢')de’.

8. Méme a basse température, le potentiel chimique n’est plus exactement égal a sa valeur a
température nulle ex. Il faut maintenant déterminer la dépendance u(7") pour ' < Tp. En
exprimant le fait que le nombre de particules N = [ D(e)f(e)de est indépendant de la
température, c’est-a-dire N(T') = N(T = 0) = N, et en utilisant encore le développement de
Sommerfeld, en déduire la dépendance p(7T') & basse température :

wT) =ep — = (kpT)

(7)

9. Récrire la susceptibilité a basse température (T' < Tx) en fonction de la densité d’états et de
ses dérivées, le tout au niveau de Fermi ep.

10. Pour des électrons libres a trois dimensions, montrer qu’on peut récrire la dépendance en
température sous la forme

2 2
= T
T) = T = 1—— —
Xo(T) = xo(T' = 0) ( B Tﬁ) (8)
Indication : on calculera les rapports D'(ep)/D(er) et D”(ep)/D(er) en utilisant le résultat de
la question 1.

Cas avec interactions - Diagramme des phases

Le modele de Stoner est un modele simple qui montre que la prise en compte des interactions
entre ces électrons peut conduire a ’existence d’un état ferromagnétique. On suppose que les états
électroniques d’un spin donné ohi/2 interagissent par une interaction constante répulsive U > 0 avec
les électrons de spin opposé. Cette interaction a tendance a favoriser I'alignement des spins itinérants.
On suppose que l'énergie E d’un électron de spin o devient

ETze—i—uBB—i—Uw :

ol ¢ est I'énergie cinétique de 1’électron.

Ny — N,
EJ,:E_,UJBB‘FU% (9)



11. En modifiant la relation (4), écrire la nouvelle expression de l'aimantation en présence de
I'interaction U. On note qu’elle dépend elle-méme de 'aimantation (relation d’autocohérence).
7 _ NJ,fNT _ M
Pour alléger les calculs, on pourra noter on = —5— = TR
12. Dans la limite N| — Ny < N, montrer que l'effet des interactions peut se décrire comme celui
d’un champ moyen B,, donné par:

M
B,, = \— 10
= (10)

Donner I’expression de la constante A\. Exprimer la susceptibilité x(7") en présence d’interactions
en fonction de A et de la susceptibilité xo(7) sans interaction.

13. A température nulle, montrer que la susceptibilité diverge lorsque l'interaction U atteint une
valeur critique que I'on déterminera. Cette divergence signale I'existence d’une aimantation
spontanée lorsque U > U,.

14. En partant de expression (8) de la susceptibilité du gaz d’électrons a trois dimensions, toujours
dans la limite T' < Tr, montrer que, dans le cas ou U > U,, la susceptibilité x(T) diverge
pour une valeur critique de la température T, dont on donnera I'’expression. On montre ainsi
I’existence d’une transition paramagnétique-ferromagnétique a la température 7.

15. Dans le plan (U, T), représenter schématiquement le diagramme des phases paramagnétique
ferromagnétique, dans la région du plan U ~ U, et T ~ T, < TF.

Cas avec interactions - Comportement critique

On veut maintenant calculer la dépendance en température de ’aimantation spontanée, en dessous
de la température critique T.. Pour cela, on aura besoin du développement de la fonction de Fermi
au troisieme ordre en champ B :

0 1 0? 1 03
fle~upB) = £() — usB + L (s BP9 % — <(usBP 0L (11)

On notera aussi que les intégrations par parties impliquant la densité d’états et la fonction de Fermi
ne font pas intervenir de terme ”‘tout intégré” et que par exemple :

| pesmi@de= 1yt [T oo o (12)
0 0

ott - - - indique la dérivée n®me.

16. Tout d’abord, dans cette question et les deux prochaines, on revient au cas sans interaction,
U = 0. En écrivant que le nombre N de particules

N =5 [T DU~ 1nB) + fe+ unB) de (13)
0

est fixé, en déduire la dépendance p = p(7', B) du potentiel chimique a I'ordre deux en température
(ce qui a déja été fait a la question 8) et en champ (on négligera les termes croisés en T2 B?).

17. En déduire la dépendance en température et en champ de la densité d’états a I'énergie (T, B).
On la notera simplement D ().



18.

19.

20.

21.

22.

Calculer 'aimantation au troisieme ordre en champ. Montrer que, pour le gaz d’électrons a trois
dimensions, et toujours en négligeant les termes croisés :

17T2T2
12 \Tp

Ce calcul étant assez lourd, on pourra admettre et utiliser ce résultat pour les questions suivantes.

_ M ) (14)

M
) G

upD(ep

On revient maintenant au cas ou le champ magnétique appliqué B est nul, mais ou 'interaction U
est finie et supérieure a la valeur critique U.. En remplagant dans (14) le champ extérieur par le
champ effectif B,, calculé plus haut, en déduire une relation d’autocohérence pour 'aimantation,
c’est-a-dire une équation non linéaire pour M. On fera apparaitre la température critique 7,
calculée plus haut.

Montrer que si T > T, cette équation n’a qu’une solution M = 0.

Montrer que si T' < T, il existe deux autres solutions non nulles pour 'aimantation. Montrer
qu’elles s’écrivent au voisinage de T :

M 3 T(T. - T) 15)

Npup 2 Tr

Comparer cette dépendance en température au cas du modele d’Ising en champ moyen pour des
moments localisés.



Exercice - une heure conseillée - copie jaune

* ok %

Défauts dans les cristaux

* % %

Rappel, la formule de Stirling, pour X > 1 :

hX!'=XhX-X+--- (16)

A - Lacunes

cristal parfait lacune

Figure 1: Un atome a migré vers lextérieur, laissant un site vacant dans le cristal.

A tres basse température, les atomes d’un cristal sont disposés aux nceuds d’un réseau cristallin
régulier. Lorsque la température augmente, des atomes peuvent migrer vers 'extérieur du cristal,
laissant un site vide appelé lacune. Ces défauts cristallins ont un cout énergétique, mais ils existent
a température finie. On cherche a déterminer leur concentration en fonction de la température, sans
se soucier de la cinétique de formation de ces lacunes. On note N le nombre d’atomes dans le cristal
parfait.

On suppose que I’énergie € > 0 nécessaire a la création d’une lacune est indépendante de sa
position dans le cristal et du nombre de lacunes créées. Pour calculer le nombre n(7T') de ces défauts
a la température T', on va utiliser successivement les formalismes microcanonique et canonique.

Approche microcanonique

Le systeme constitué de n lacunes est isolé.

1. Calculer son énergie E(n), le nombre de configurations W (E) pour une énergie donnée, et
Pentropie S(n), dans la limite N > n > 1.



2. Calculer la température microcanonique 7'(n) du systéme.

3. En inversant cette relation, calculer le nombre n(7") de lacunes a la température T', dans la limite
kpT < e.

Approche canonique

Le cristal est en équilibre a la température 7T'.

4. Calculer la fonction de partition canonique Z.(3) du systéme & la température 7. On notera
pour cela qu'il suffit de connaitre la fonction de partition z.(/3) associée a chaque site qui peut
étre soit occupé avec 1'énergie 0, soit vide (lacune) avec I’énergie e. En déduire I’énergie moyenne
du systeme et par conséquent le nombre moyen n(7") de lacunes.

5. Déterminer la contribution de ces défauts a la capacité thermique du cristal, dans la limite basse
température.

6. Application numérique: calculer n/N pour e =1 eV et T'= 1000 K. On donnera une estimation
la plus simple possible en rappelant la correspondance entre échelles d’énergie et de température.

7. Estimer la température de fusion du cristal (Un cristal fond quand il contient plus de 1% de
lacunes).

8. Vérifier que les expressions obtenues de W (E) en microcanonique et Z.(/3) en canonique vérifient
bien la relation

Z(B) =Y W(E)e " (17)
E

B - Défauts de Frenkel

Figure 2: Un défaut de Frenkel est constitué par la migration d’un cation vers un site interstitiel.



On considere maintenant un cristal ionique, tel que schématisé sur la figure 2. A température finie,
le plus petit des deux atomes, en général un cation, peut se déplacer vers un site dit ”interstitiel”
en laissant un site vacant (Figure 2). Ce défaut est appelé ” défaut de Frenkel”. On rencontre cette
situation dans les sels ol les cations sont beaucoup plus petits que les ions et peuvent migrer facilement,
par exemple dans ZnS, AgCl, AgBr, Agl, ol les cations Zn?* et Agt sont beaucoup plus petits que
les anions.

Un défaut est donc constitué par la migration d’un cation d’un site régulier vers un site interstitiel.
Si un cation est sur un site du cristal parfait, on dit qu’il est sur un site régulier et on note son énergie
€r. S’il est sur un site interstitiel son énergie est €; > er. N est le nombre de positions régulieres,
c’est aussi le nombre de paires anion-cation dans le cristal parfait (donc 2N ions). Ny est le nombre
de positions interstitielles. N et N; sont du méme ordre de grandeur.

On suppose que l'énergie pour déplacer un cation d’un site régulier vers un site interstitiel ne
dépend pas des positions de départ et d’arrivée. On la notera € = €; — €g.

L’exercice consiste a calculer, en fonction de la température, le nombre n(7") de défauts c’est-a-
dire le nombre de cations ayant migré de leur site régulier vers les sites interstitiels, en utilisant des
approches statistiques différentes.

Approche microcanonique
9. Calculer le nombre W (n) de possibilités de déplacer n atomes depuis N sites réguliers vers Ny
sites interstitiels.
10. En déduire 'entropie S(n) et la température microcanonique 7'(n).

11. En inversant cette relation en déduire que, dans la limite n < N, N :

n~ \/NNje /28T (18)

Approche canonique

N P . v . o ¢ it vi . . .

On considere que chaque site régulier est soit rempli avec I’énergie eg, soit vide avec 1’énergie 0, et
que chaque site interstitiel est soit rempli avec I’énergie €, soit vide avec 1’énergie 0. L’énergie d’une
configuration est donc

N Ny '
E({ng}, {n1}) = Y nfen+ > nle; (19)
r=1 =1

ol ng) = 0 ou 1 est le remplissage du site régulier r avec r € [1, N]| et ngi) = 0 ou 1 est le remplissage

du site interstitiel ¢ avec i € [1, Ny].

12. Pourquoi ne peut-on pas factoriser la fonction de partition canonique Z.(3) en produit sur les
sites réguliers et sur les sites interstitiels de fonctions de partition élémentaires a un site ?



Approche grand-canonique

13.

14.

15.

16.

Montrer que grace au formalisme grand-canonique, on peut factoriser la fonction de partition,
en introduisant le potentiel chimique adimensionné o = Su. Calculer la fonction de partition
grand-canonique Z4(3, «).

Calculer en fonction de « le nombre moyen n(7") de cations sur les sites interstitiels et le nombre
moyen N —n(T') de cations sur les sites réguliers. En éliminant le potentiel chimique, en déduire
le nombre moyen d’atomes n(7), dans la limite n < N. Montrer que l'on retrouve le résultat
de la question 11.

Calculer le potentiel chimique p(7).

La forme de la variation obtenue vous rappelle-t-elle une expression obtenue pour le potentiel
chimique d’un semi-conducteur 7 Commenter I’analogie.



Quelques points de repére et constantes universelles

Microcanonique FE et N fixés
1 olnWw
m(E) = = W(E,N E,N) = kgl -
pm(B) = oo (E,N) S(B,N) = kpInW p=202
Canonique B =1/kpT et N fixés
e PE Oln Z,
— - —BE — = — ¢
pm(E)_ Zc ZC(ﬁ?‘]V)_%:e F(ﬁ7N)_ kBTanC <E>_ 8,6
, ’InZ,
Energie libre F(3, N) = (E) — TS TN 8;2 c
Grand-canonique B =1/kpT, a = pu/kpT fixés
—BE+aN 0ln Z
_¢ _ —BE+aN _ _ N Zg
pn(EN) = =5 Zy(f.0) = %; o A(B,0) = ~kpTIn Z, (B =- 5|
OlnZ
N) = 9
(N) 9
9*InZ
Grand potentiel A(B,a) = (E) =TS — u(N) (AE?) = 822 g
9°Inz,|
=-PV AN?) = y
A(ﬁa a) < > 80[2 8
e Identité thermodynamique fondamentale :
dU =TdS — PdV + pdN
e Longueur thermique de de Broglie :
h
A= ———
V2mmkgT
e Nombre d’états d’énergie inférieure & une énergie ¢ donnée (en d dimensions) :
Volume de 'espace des k tel que ez < €
Ne(e) =gV k
<(€) g (27[')d
ou g est une éventuelle dégénérescence.
e Densité d’états D(e) = d]\ss(a) : D(e)de est le nombre d’états dans une tranche d’énergie [e, e+de].
e Facteurs de Fermi et de Bose
1 1
F _ B _
T eBler—n) 11 T eBlex—m) — 1

10




e Thermodynamique des gaz quantiques

(Y=Y "fr , U=(E)=> fier , PV=-A=kgThz,
k k
avec

- 1
f — | | —B zZb — | |
Zg ETMions : (1 eOl Ek) , gOSOTLS : 1 — ea_ﬁak .

Constantes universelles approchées

Constante de Planck h=2rh=26,63x 1073 J.s
Charge élémentaire e=1,6x10"1C

5 =2,3%x10"%Jm
Masse de 1’électron me =9,1x1073" kg
Magnéton de Bohr UB = 2571 =9,27 x 10724 J. 7!
Rapport gyromagnétique de 1’électron v = — 2515
Masse du proton et du neutron m, = 1,67 x 10727 kg
Constante de Boltzmann kp=1,38x10723 J. K™!
Nombre d’Avogadro Nj=6x10%
Conversion température-énergie 1/40 eV ~ kp x 300 K
Perméabilité magnétique du vide po = 41 x 1077 kg.m. A=2.s72

11



ECOLE POLYTECHNIQUE Promotion 2018

CONTROLE CLASSANT DE PHYSIQUE STATISTIQUE PHY433

Corrigé

X 3k ok

Probléme : Ferromagnétisme d’électrons itinérants

X 3k 3k

1. Le nombre d’états de vecteur d’onde inférieur & un vecteur d’onde donné k (en module) est

proportionnel au volume de Pespace des phases o< k%. Pour les particules massives, la relation
de dispersion est quadratique € oc k2. Le nombre d’états N () d’énergie inférieure & une énergie
donnée ¢ est donc proportionnel & €%/2. La densité d’états est la dérivée de cette quantité. Par
conséquent D(e) o< €¥/2~1 et a trois dimensions D(€) o /€.

. La densité d’états en champ nul pour chaque population de spin donné est %D(e). Sous champ
magnétique, ’énergie des électrons de spin o devient F = € + oupB. La densité d’états des
électrons d’énergie F de de spin o est maintenant D,(E) = LD(E — oupB) out D(E) est la

-2
densité d’états en champ nul.

1 Dr(B)

/

—uBB Iz

\ (5B
Ny

VD (E) \

v

Figure 1: Densités d’états de spins | et 1. Sous champ magnétique, les moments magnétiques ont tendance a
s’aligner le long du champ. Le nombre d’électrons de spin | est supérieur au nombre d’électrons de spin T, d’olt
une aimantation finie (le rapport gyromagnétique est négatif).

3. Le nombre d’électrons de spin o est donné par

e}

No = Do (E)f(E)dE (C.1)



ou f est le facteur de Fermi. Par conséquent I'aimantation est donnée par

M=V - N) =n ([ pumisee- [~ peisear)  c2
—HKB 1B
B /.1/73 [o@) B x B
M=t < /_ DB B (B /H DB~ usB) f(E)dE) (C.3)

ou encore, avec le changement de variable e = F—oupB, ol € est précisément 1’énergie cinétique :

M =12 (([Z D@t~ uoprac [ Di@f(e-+ nBlac) (C.4)

. Si Iénergie pupB est faible devant ’énergie de Fermi, on peut effectuer le développement au
premier ordre en champ :

0

f(ﬁJrUMBB):f(G)JFa*{UMBB ; (C.5)

de sorte que 'aimantation devient :

o 0
M = ,uQBB/ D(e) <—f) de . (C.6)
0 86
. On en déduit la susceptibilité xo(7T) :
2 00
HB of
T)===2 D —— | de . C.7
o) =42 [0 (-9 ac ()
A température nulle, le facteur de Fermi est une marche d’escalier et sa dérivée une fonction § :
_a](;(;) o ble—er) (C.8)
et la susceptibilité devient :
2

vo(T) = EED(er) | (C.9)

ol ep est ’énergie de Fermi.

. A trois dimensions, la densité d’états intégrée varie comme N.(e€) = ae’/? et par définition de
énergie de Fermi, N = N_(ep) = aer’/?. La densité d’états varie comme D(e) = BN%E(E) =

3aet/? = 3N_(e)/e. On a donc la relation suivante entre densité d’états au niveau de Fermi et
nombre total de particules :

3N
D =——. C.10
(er) = 5= (C.10)
La susceptibilité peut donc se récrire :
3N ph
T)=-— . C.11
xoT) = 5 e 1)

On rappelle que pour une densité N/V de moments localisés, la susceptibilité, dite de Curie,
varie comme l'inverse de la température :

N b

= Vi (C.12)

XCurie (T)



7. On utilise le développement de Sommerfeld (relation 2 de 1’énoncé) avec g(€) = —D(e)

8.

10.

11.

2 2
xolT) = B2 (Dm) T ”6<kBT>2D”<eF>> . (C.13)

Pour déterminer la variation du potentiel chimique a basse température, on écrit le nombre
total de particules N, d’'une part a température finie et d’autre part a température nulle. A
température finie, en utilisant le développement de Sommerfeld, on obtient

o) [e%¢} , 7T2 9y
N = [ Destee = = [T N (e = Netn) + T k5T D er) (C.14)

et comme & température nulle, on a par définition N = N<(er), on en déduit le développement :

7.(.2

No(u) =N — E(k:BT)QD’(eF) (C.15)
qui est un développement de Taylor au premier ordre
Nce(p) = Nc(ep) + D(ep) (e —€ep) + - - - (C.16)

dont on déduit la variation du potentiel chimique p(7") & basse température.

2 QD/(EF)

u(T) = ep = = (kpT) D) (C.17)

. Dans l'expression (C.13), il faut maintenant déterminer la densité d’états D(u) en fonction de

D(ep) en utilisant le développement au premier ordre :
D(p) = D(ep) + D'(ep) (1 —€p) + -+ (C.18)
L’expression C.17 de pu — ep conduit a :

7TZ / € 2
D(u) = D(er) - 6<kBT>2%((;>> i (C.19)

dont on déduit la susceptibilité a température finie :

2 2 1o )\2
Hp T 2 7 D'(er)
T)==-"=21|D — (kT D — C.20
() = 5 | Dler) + T ea)? (D) - S (©.20)
ot 2 //( ) /( )2
T D" (er D'(er
T) = xo(T =0) |1+ —(kpT)* - : 21
() = xo(r =0 |1+ 5 o (5 - TErL ) (©21)
Comme D(e) x €'/2 [ on a D'/D = ﬁ et D"/D = —ﬁ de sorte que, finalement
F
2 T?
T) = T = l—— — .22
w®) =l =0) (1= 55 77 (©22)
puisque kpTr = €f.
La relation (4) de ’énoncé devient :
M = “73 D(E)[f(e — upB — Udn) — f(e + pupB + Udn)] de (C.23)
0
— Ny =Ny M
avec on Nup
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13.

14.

15.

Tout se passe comme si on avait un champ total :

U
B+ —dn = (C.24)
KB Uy
ou le champ effectif B,,, proportionnel lui-méme a 'aimantation M, est donné par
U
B — M= )\ C.25
avec la constante A : U
= (C.26)
(N/V)ug

Par définition de la susceptibilité, le champ total B + B,, induit une aimantation qui lui est

proportionnelle :

M M
v = Xo(T)(B + Bm) = xo(T)(B + A7)
De cette relation d’autocohérence, on déduit 'aimantation M en fonction du champ extérieur
B

(C.27)

M xo(T)
Voo1- )\XO(T)B (C.28)

ce qui donne la susceptibilité en présence d’interactions :

xo(7T)

T e (C.29)

x(T) =

2
avee Xo = HvBD(GF) s A= (N/\(i) T et )‘XO D(GF)

A température nulle, la susceptibilité diverge si Axo(7" = 0) devient supérieur a 1, c’est-a-dire si
I'interaction est supérieure & une valeur critique U. donnée par

D 2
U, ;F) =1 ou  Ue=ger. (C.30)
A température finie, la susceptibilité devient (a = %) :
F
1—al?
A1) = —Xoll = a7 (C.31)

1—U/U(1 — aT?)

puisque Axo(T = 0) = U/U,. Elle ne diverge pas si U < U.. Si U > U,, elle diverge pour la
température T, donnée par

Ve

U

V1 U-U. \/

T. = T—i
o U s UC

1—aT? = (C.32)

c’est-a-dire

(C.33)

Diagramme de phases
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17.

18.

Para

Ferro

U,

VS

Figure 2: Diagramme de phases.

Ecrivons que le nombre de particules est fixé. Sous champ et a température finie, il s’écrit :

=5 [ POt~ nnB) + f(e+ unB)l de (C34)
0

que 'on développe au second ordre en B :

N = / D(e de—i— (upB) / D(e 862 . (C.35)
Le premier terme a déja été calculé (éq C.15) a température finie et il suffit de calculer le second

a température nulle ([ D(e) f"(e)de = — [ D'(e€) f'(¢)de = D'(er)) ce qui donne, a Pordre 2
enl et en B :

€r w 7T2
N = /0 D(e)de = /0 D(e)de + g(k‘BTﬁD’(EF} + %(,LLBB)QD,(EF) (C.36)

d’ou la dépendance du potentiel chimique en T et B :

/6 7T2
—MﬂBﬁnF—gég[G%ﬂV+§wﬁ#]. (C.3)

A partir du développement au premier ordre D(p) = D(ep) + (11— ) D' (ep), et de I'expression
du potentiel chimique p = (T, B), on obtient :

_ D/(eF)2 7 9 1 2
D(p) = D(er) — Der) o ksT)"+ 5(uBB)7| (C.38)
Considérons maintenant ’aimantation
pe [

M= B2 [T D) (e~ ) = e+ up ) de (C.39)

a l'ordre B? : X 5

o0 B
M:;PBB/ D(e)( Zf>d - “B / Die ‘;f3d (C.40)
0 € €

La premiére intégrale a déjé été calculée et le second terme est calculé a température nulle

(2 D(O)f" (€)de = — [ D'(e)f"(€)de = [ D"(c)f'(e)de = —D"(cp)) :



19.

20.

21.

22.

2 772 2 M%Bg "
M :,uBB D(M,B) + €<kBT) D (GF) + TD (EF) (C.41)

En remplagant D(u) par son expression, on obtient finalement a 'ordre 3 en B :

2 Dl(e )2 1D/(6F)2 D”(EF)
M = p%B |D T (kpT)? (D"(ep) — =0 ) | — y4B® | = - C.42
“B (EF)+ 6 ( B ) ( (GF) D(GF) HUB 2 D(EF) 6 ( )

Comme D(e) x €'/, on a D' = % et D" = —4%. On obtient finalement & 'ordre B? :
F
M 2/ T\? B)3
—upB|1- T <> - (“32 ) (C.43)
,LLBD(EF) 12 \TF 65F

Maintenant, on branche l'interaction U et le champ extérieur est nul. Dans I’équation précédente,

on remplace le champ extérieur par le champ effectif calculé plus haut B, = J(\?ié . On obtient

ainsi en champ nul une équation d’autocohérence pour ’aimantation

M U M\
U-U—aUT?)———5 —— ) =0 C.44
( e )NHB 6eZ, (NMB) ( )
avec a = % Pour U > U,, on fait apparaitre la température critique donnée calculée plus

F
haut en (C.33), aUT? = (U — U,), et on obtient ainsi :

M U M\

aU(T? - T?)—— = — () . (C.45)
Nup bez Npp

Si T > T,, le coefficient du terme linéaire en M est négatif, alors que celui du terme cubique est
positif. Il n’y a donc que M = 0 comme solution. L’aimantation est nulle si T > T,

Si T < Ty, il existe deux autres solutions données par (en simplifiant par M) :
M2 %a(TQ 1) — w2,

Nz st 2U°T2

Pour U 2 U, et T < T, on remplace U par U, = %EF et (T2 —T?) par 27.(T. — T)

(T2 - T?) (C.46)

M? 977

On a donc deux solutions

M _ 3w T(T. - T) (C.48)

Nup 2 Tr

L’exposant 1/2 est un exposant de champ moyen que I’on retrouve dans le modele champ moyen
du modele I'Ising ferromagnétique.
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Exercice : Défauts dans les cristaux

X 3k 3k

A - Lacunes

Approche microcanonique

1. L’énergie d’'une configuration de n défauts est £ = ne. Le nombre de facon de placer ces n
lacunes parmi les n sites est

W(E)=W(n)= m avec E=ne, (C.1)

et 'entropie est S(n) = kpln W (n). Dans la limite N >n>>1:
S(n)=kp [NInN — (N —n)In(N —n) —nlnn] . (C.2)

2. La température est donnée par la relation % = g—}g :

1 95 105 ks, N-n
T_@_ean_eln n (C3)

3. En inversant cette relation, on obtient le nombre de lacunes en fonction de la température :

N

= A1 et dans la limite kpT < € : n(T) = Ne P . (C4)

n(T)
Approche canonique

4. Chaque site est dans deux états possibles, occupé avec I’énergie 0 ou vide avec ’énergie €. La
fonction de partition pour le cristal se factorise en N fonctions de partition a un site. On a ainsi

Z.(8) = z(B)N  avec  z(B)=14eP. (C.5)

On en déduit I’énergie moyenne

Oln Z,. Oln z,. Ne
E) = — =_N = C.6
(E) ap op ebe+17 (C.6)
et dans la limite kT < € :
n(T) ~ NePe. (C.7)

On retrouve le résultat microcanonique.

5. La capacité thermique C(T") est donnée par C(T) = %. Dans la limite basse température :
O(FE) 5 O(E) 9 _
T)= 250 — kpB2 — Nk pe :
C(T) =7 BB 5 B (Be)e (C.8)



6. On rappelle dans le formulaire que, via la constante de Boltzmann, 1 eV correspond a une
température de 10* K (plus précisément e x 1V /kp ~ 11600 K). La concentration de lacunes &
1000 K est donc de l'ordre de

n

N = e 10 ~1070 est une estimation suffisante . (C.9)
7. Le solide fond si
D102 = kT =~ 5 ~02eV~2000K . (C.10)
N In100 4,6 ’
8. On vérifie que
Z(B) =Y W(E)e PP => " W(n)e . (C.11)
E n

C’est en effet le développement du binéme :

(L+e PN =% <N> (e—5€)n 1)V (C.12)

n
n

B - Défauts de Frenkel

Approche microcanonique

9. Le nombre de possibilités de prendre n atomes des N sites réguliers x le nombre de fagons de
les placer sur les sites interstitiels est donné par

N! Nyp!
Win) = (N —n)!n! (Ny —In)!n! ' (C.13)

10. L’entropie, dans la limite n, N, Ny > 1 est
S(n) =kg[NInN — (N —n)In(N—n)—nlnn+ N;In N;— (N; —n)In(N; —n) —nlnn] (C.14)

et la température microcanonique est donnée par :

1 kg N—-n N;y—n
— =1 C.15
T e ( n n ) ’ (C-15)
11. En inversant cette relation, on obtient
2
n = g Pe (C.16)

(N —n)(N;r—n)

et dans la limite n < N, Ny :

n~/NNye P2 (C.17)

Approche canonique
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Pour calculer la fonction de partition canonique, il faut sommer sur tous les remplissages, pour
tous les sites, réguliers ou interstitiels :

N N
-0 <Z ng)eR + Z n(;)q)
r=1 i=1 . (C.18)

Z:(B) = Z €

ng> 7”5;%) )t 7”%]\]) 7n§1) 7n<]2) )t 7”§NI)

L’exponentielle se factorise en un produit d’exponentielles et on voudrait alors sommer séparément

sur tous les ng) et les n([i). Mais ils ne sont pas indépendants car le nombre de particules sur les

sites réguliers plus le nombre de particules sur les sites interstitiels est fixé & N, le nombre total
N Ny

de cations : Z ng) + Z n?) = N. Cette contrainte ne permet pas de factoriser la fonction de
r=1 =1

partition.

Approche grand-canonique

13.

14.

Pour se libérer de cette contrainte, on introduit le potentiel chimique u et la fonction de partition
grand-canonique :

N Ny ' N Ny .
- (Z JUTEDY ng”ef) ta (z A+ 3 ngw)
Zy(B, ) = > e \r=l1 i=1 = =1

ng) 7”532)7"' 7n§3N)’n([1) 7”52)7"' ’ngNI)
(C.19)
avec o = fu. Maintenant la factorisation est possible :
N (r) ol (@)
ZyBa) =TI 3 emla=Bfer)| TT[ S e (@=Pe)| (C.20)
=1 \n{M=0,1 =1 \n{=0,1
On obtient ainsi :
Zg(ﬁ7 Oé) — (1 + ea—BeR)N (1 + ea—BeI)NI = Z;égulierS(B’a)Z!i]nterstitieIS(57a) ) (021)

Dans le formalisme grand-canonique, le nombre moyen de particules est donné par la dérivée de
In Z,; par rapport a a.. Le découplage de la fonction de partition permet de considérer séparément
les sites réguliers et les sites intersticiels :

dln Zintersitiels dln Zréguliers
n(T) = g—a , N —n(T) = 89701 (C.22)
c’est-a-dire : N N
— I J— = ———
n(T) = ) , N —n(T) = e (C.23)
dont on déduit, dans la limite n < N, Nt :
Nr—n N n n
Ber—a _ Y1 ~ 2 Ber—a _ ~ — C.24
© n n ’ ¢ N-n N (C.24)

On élimine « en faisant le rapport des deux expressions :
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16.

n? = N Ny ePler—en) (C.25)

c’est-a-dire
n(T) = \/NNye P2 | (C.26)

avec € = €7 — €g. On retrouve le résultat microcanonique.

En faisant le produit des deux expressions, on obtient le potentiel chimique

er+er  kpT N
—1In—. 2
5 + 5 nNI (C.27)

n(T) =

Ce probleme ressemble a celui de 1’équilibre entre bande de valence et bande de conduction dans
un semi-conducteur. Dans un semi-conducteur, on a affaire a une bande pleine & 7' = 0 K (ici
les sites réguliers) dont les électrons (ici les cations) peuvent étre excités thermiquement vers la
bande de conduction (ici les sites intersititiels).

Pour les semi-conducteurs, 1’équivalent des sites qui sont ici vides ou occupés sont les états
quantiques k qui peuvent étre vides ou simplement occupés (en oubliant le spin) et dont le
remplissage & température finie donc donné par la statistique de Fermi (egs. C.23). Dans un
semiconducteur, on s’intéresse a la queue de la distribution de Fermi car peu d’électrons sont

excités. De méme ici, on a considéré la limite n < N, N;. On a ainsi les analogies suivantes :

site régulier d’énergie ez = état de la bande de valence d’énergie ¢, (C.28)

site interstitiels d’énergiee; = état de la bande de conduction d’énergiee.  (C.29)

L’équation (C.26) est l'exact équivalent de la loi d’action de masse (Eq. 8.30 du poly) pour
le produit des concentrations d’électrons et de trous. Dans le semiconducteur intrinseque, le
nombre d’électrons est égal au nombre de trous. Ici le nombre de sites interstitiels remplis est
égal au nombre de sites réguliers vides. Enfin I’équation (C.27) pour le potentiel chimique est
Pexact équivalent de la relation (8.34) du poly pour le potentiel chimique dans le semi-conducteur
intrinseque.

Le probleme du semiconducteur est légerement plus compliqué car tous les états k n'ont pas la
méme énergie.
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